1 "~ INSTITUTO FEDERAL Engenhar|a ClVll e

Engenharia Mecanica

Funcoes

Prof2. Me. Samanta Santos da Vara Vanini



INSTITUTO FEDERAL

Objetivos

HGEHRLELL |

.'I-I-:r.-.mr.- e

Conceltuar e~tes:tar Definir e representar
Se uma fungao e graficamente uma
injetora, sobrejetora funcéo

ou bijetora

Gerar funcoes

compostas
Determinar o
dominio,
Decidir se uma contradominio e a
funcao tem Imagem de uma
iInversa e, caso funcao

tenha, encontra-la
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Funcoes

O conceito de funcdes € um dos mais importantes

na matematica e envolve muitos conteddos visto
na informatica.

Leibniz (1673) utilizou o termo “funcao’
para indicar a dependéncia de uma
guantidade em relacao a uma outra.
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Funcoes

O conceito basico de funcao € o seguinte: toda vez que
temos dois conjuntos e algum tipo de associacao entre eles,
gue faca corresponder a todo elemento do primeiro conjunto
um unico elemento do segundo, ocorre uma funcéao.

Definicao: Dados dois conjuntos A e B, e uma relacao entre
eles, dizemos que essa relacao € uma funcao de Aem B

(f : A—>B ), se e somente se, para todo x € A existe um uUnico
y € B de modo gue x se relacione com y.

Ouseja: f:A—>B<=(vxeA3lyeB/(xy)ef)

Notacgao: (lé-se “f funcdao de A em B”).
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Observe, por exemplo, o diagrama das relacoes abaixo:

A relacao acima

A relacdo acima nao é também ndo é uma
uma funcéao, pois funcao, pois existe o
existe o elemento 1 no elemento 4 no
conjunto A, que nao conjunto A, que esta
esta associado a associado a mais de
nenhum elemento do um elemento do

conjunto B. conjunto B.

A relacdo acima e
uma funcao, pois todo
elemento do conjunto
A, estd associado a
somente um
elemento do conjunto
B.
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Exemplo: Diga qual das relacGes abaixo representam uma funcao
de A ={a,b,c} em B = {x,y,z,w}

a) b) c)
< Y

A B A B

Exemplo: Dados os conjuntos A={0,1,2,3} e B ={-1,0,1,2,3}. Avalie
se as relacdes binarias de A em B a seguir sao ou nao funcoes:

a) R:{(x,y)eAxny:(x—1)2—1}
b) S={(x.y)eAxBly=x+1} |
OT={(xy)eAxBly=2}
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Uma funcao pode ser representada atraves de tabelas, formulas,
descritas por palavras, diagrama de setas ou graficos, como pode ser
observado nos exemplos abaixo:

Tabela: A velocidade de qualificacao S para a pole na corrida de 500
milhas de Indianapolis como uma funcao do ano t. Ha exatamente um valor
de S para cada valor de t.

Ano t 2000 2001 2002 2003 2004
Velocidade S

(milhas/hora)

“A velocidade de qualificagcao em funcao do ano”

223471 | 226,037 | 231,342 | 231,725 | 222,024

. 4 ~
Formula: v=zm* expressa o volume V de uma esfera como uma funcao
do seu raio .

OBS.: Nesse caso, r é dito variavel independente e V é a variavel

dependente.



S8  INSTITUTO FEDERAL

Representacao

Ill-lu-ﬁ.lumm i
o EECAHICE

Descricao verbal: O valor a ser pago por uma corrida de taxi depende
dos quilometros rodados.

Diagrama de setas:

|~

—-—-"q
5

Graficos:

W

-2 -1 1 2 X

Exemplo: Quais dos graficos a seguir sdo graficos de funcdes de x e quais

nao sao? Justifique sua resposta.

a)

(

4y

\

b
) Ay

N\
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¢ Dominio: O dominio de uma funcéo é sempre o préprio conjunto de
partida, ou seja, D(f)= A.

“* Imagem: Se um elemento x € A estiver associado a um
elemento y € B, dizemos que y € a imagem de x (indica-se
y = f(x) e lé-se “y € igual a f de x").

< Contradominio: E o conjunto B.

dominio contradominio 9
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Exemplo: Encontre o dominio e a imagem da funcao f : R—R,
ondef(x) = x°.

Exemplo: Considere a funcio f: A —B representada pelo
diagrama a sequir:

e
a) O dominio de f; ,
b) f(1), £(-3), 1(3) € f(2) e

c) o conjunto imagem de f;
d) a lei de associacao.

Exemplo: Dada a fungcao IR — IR definida por: f(x) = x* - 5x +6,
calcule:

a) f(2), f(3) e 1(0);

b) o valor de x cuja imagem vale 2.




O dominio € o subconjunto dos IR no qual todas as
operacoOes indicadas em y = f(x) sdo possiveis.

Vejamos alguns exemplos:

Q) f(x)=3x+2  b)g(x) =7y 0 p(x)=32x 1

d)g(x)=Vx*-5x+4  e)u(x)=

1 X+
Jx+1 f)im_ X —4
0) f)=vzx—4  hfed==2  )fe)= =
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Vejamos algumas propriedades que caracterizam uma funca
f: A—B:

Funcao injetora: Afuncaof: A— B é injetora se elementos
distintos do dominio tiverem imagens distintas, ou seja, dois
elementos nao podem ter a mesma imagem.

VX, e AVX, €A X, =X, =>F(X,)=F(X,)

Injetora

12
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Funcao sobrejetora: Uma funcao f: A— B € sobrejetora se, e
somente se, o conjunto imagem for igual ao contradominio.

VyeB, dxeAl(xy)ef

Sobrejetora

Funcao Bijetora: Uma funcéo f : A— B é bijetora quando ela é
sobrejetora e injetora a0 mesmo tempo.

Bijetora 13
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Exemplo: Determine quais das seguintes funcoes sao injetoras,
sobrejetoras e bijetoras.

3

a) 9 :R > Rtalque g(x)=x
b) f: R — R tal que f(x]:x2

c)h:N — N talque h(x)=x>

0 se x for impar
se x for par

d)r:N— N talque r(x)= {

X+1 sex>0

'R — R tal que p(x) =
e)p:R— que p(x) {—l e x <0
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Definicao: Sejamf:A—Beg:B — C. AFungcdo Compostafog
é a funcdo de A em C definida por (f c g)(x) = f(9(X)).

feg

N
Jue

A B Cc

> Por definicdo, o dominio da f°g consiste em todo o x no
dominio de g para o qual g(x) estd no dominio de f.

Exemplo: Sejaf(x)=x*+3 e g(x) = JX . Determine:
a)(feg)(x)  ©)(9°9)X) e)(g-f)(4)
b)(g-f)(x) d)(f o f)(x) f) (fo9)(7)
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No dia-a-dia, o termo “inverter’ tem a conotacao de virar
em sentido contrario. Em Matematica, o termo inverter descreve
uma funcao que desfaz o efeito da outra.

Em um esquema de criptografia, um transmissor deseja que uma
mensagem chegue com seguranca a seu receptor. A criptografia é a
transformacdo de um dominio de mensagem néo cifradas para um dominio
de mensagem criptografada aplicando uma funcéo bijetora, de modo que
se possa calcular sua inversa.

f 6 f_l
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Funcao Inversa

O dominio de f & o conjunto imagem de f1, e o conjunto
iImagem de f € o dominio de f1. Quando queremos, a partir da
sentenca y=f(x), obter a sentenca de f1(x), devemos dar os
seguintes passos:
1°) Isolamos x na sentenca y=f(x);
2°) Pelo fato de ser usual a letra x como variavel independente,
trocamos x pory ey por X.

Exemplo: Determine, se existir, a inversa de f: IR—IR definida
pory = 2x+1.
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Funcao Inversa

OBS.:

» f tem inversa se, e somente se, f for uma funcao bijetora.

» Se ftem inversa, denotamos a inversa por f L.

» Frequentemente utilizamos a mesma variavel independente
parafef-i istoé, f(x)ef1(x).

» O grafico de uma funcao f e o da sua inversa f -1, sdo
simeétricos em relacédo a reta y = x.

Exemplo: Encontre, se existir, a funcao inversa f : IR—IR e
esboce o grafico de f e f -1 no mesmo plano cartesiano em cada
caso.

a) f(x) = 3x
X—2

b) f(x) = —3




Definicao de Racional:

Uma funcao racional, y = f(x), € uma funcéo que pode

ser expressa como uma razao (quociente) de dois polindmios

P(x) e Q(x).

19
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Algumas consideracoes

O dominio de uma funcéo racional, consiste em todos

os valores de x tais que Q(x) # 0.

Ao contrario dos polindmios, cujos graficos sao curvas

continuas, o grafico de uma funcao racional pode apresentar

Interrupcoes nos pontos onde o denominador é igual a zero.

Exemplos: a)

') “+ 2
:il. b) ¥ ::__. X C) Y = 22:".

: K X 1

oW -4

20
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b) Y = ‘.l;":- 2x

21
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Definicao de Exponencial:

Chamamos de funcao exponencial a toda funcao do tipo

f(x) = aX, definida paratodo xrealcoma>0e a # 1.

a) f(x) = 2%
b) f(x) = (1/2)*

22
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Resolucao de uma equacao exponencial:

Vamos tomar como exemplo a igualdade: 23 = 8 onde o
numero 2 é a base, o numero 3 0 expoente e 0 8 a poténcia. A
operacao que associa 0os numeros 2 e 3 (base e expoente,
respectivamente) ao nimero 8 chama-se potenciacao. Podemos

considerar que dessa operacao derivem duas outras operacoes.

base Expoente

Observe as seguintes guestoes:

23
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Conhecendo a poténcia e o0 expoente, encontrar o valor da
base X, ou seja: x3=8

A esta operacao vamos atribuir a seguinte notacao:
3Y8 = x, onde x = 2, pois 22 = 8

Conhecendo a poténcia e a base, encontrar o valor do
expoente X, ou seja: 2x=8

Fatorar 0 8: 2x =23, ou seja, x = 3
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Grafico de uma funcao exponencial:

1° Caso: f(x) = 2*. Onde a base € um numero real maior que 1:

a>1.
Y

—_— e - ——————

25
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Grafico de uma funcao exponencial:

2° Caso: f(x) = (1/2)* . Onde a base € um numero real, maior

gqgue0Oemenorque l:0<a<x<l

26
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Caracteristicas da funcao exponencial:

Dos exemplos estudados, podemaos tirar as seguintes
conclusoes:
1) A curva da funcao f(x) = a* passa pelo ponto (0,1);
2) O seu dominio € o conjunto dos reais D = R
3) O seu conjunto imagem sao 0s reais positivos sem o zero;
4) A funcao é crescente para a base a maior que 1 (a > 1);
5) Afuncao é decrescente para a base a maior que O e menor

que 1(0<a<1l).

27
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Exemplos:

1) Esbocar o grafico da funcao dada por y = 3 - 2%, classificando-

a em crescente ou decrescente.

2) Resolva as seguintes exponenciais:
(1)” ., 9 +27 _ 3*+37 432 4+.3" = 360

9 4

3) O dominio e a imagem da funcéo f(x)=3"-2

28
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O logaritmo de um numero positivo b, na base a, positiva

e diferente de um, é o expoente x ao qual se deve elevar a para

Se Obter b Logaritmando—l liLogaritmo
log b = x
a
Basedo Iogaritmo—T

log. b=x o a'=b

A A

29
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numero 2 é a base, o numero 3 0 expoente e o nUmero 8 € a
poténcia. A operacao que associa 0os numeros 2 e 3 (base e
expoente, respectivamente) ao numero 8 chama-se
potenciacao. Podemos considerar que dessa operacao derivem

duas outras operactes. Observe as seguintes questoes:
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Conhecendo a poténcia e o expoente, encontrar o valor da
base X, ou seja: x3=8
A esta operacao vamos atribuir a seguinte notacao:
3Y8 = x, onde x = 2, pois 22 = 8
Conhecendo a poténcia e a base, encontrar o valor do
expoente x, ou seja: 2x=8
A esta operacao vamos atribuir a seguinte notacao:

log28 = X, onde x = 3 poIs 23 =8
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A operacao € denominada logaritmacao e o expoente X,
logaritmo.

Sendo a e b numeros reais positivos, com b # 1,
chamamos de logaritmos de a na base b o expoente real x ao
gual se eleva b para obter a:

log,a=x—bX=a,coma>0,b>0eb#1

log, a
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log , 8 =3, pois 23 =8
log,, 100 = 2, pois 10?2 = 100
Observacao: Quando a base é 10, por convencéao,
omitimos a base, ou seja, log,, x =log x
Para que log , a = x tenha significado, para todo x real,

precisamos imporb >0, b#1ea=>0.

33
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Assim, nao existem, por exemplo:

1) log , (-8), pois nao existe x tal que 2* = - 8

2) log, 3, pois nao existe x tal que 1* =3

Os logaritmos possuem varias aplicacoes na Matematica
e em diversas areas do conhecimento. Iremos atraves de
exemplos demonstrar a utilizacao das técnicas de logaritmos na

busca de resultados para as variadas situacoes em guestao.
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Exemplo:

Em uma determinada cidade, a taxa de crescimento
populacional é de 3% ao ano, aproximadamente. Em quantos anos a
populacao desta cidade ira dobrar, se a taxa de crescimento continuar

a mesma?

Populag¢ao do ano-base = PO

Populagao apds um ano =P0.(1,03) =P1

Populacdo apés dois anos = PO . (1,03)%= P2

Populagao apds x anos = PO . (1,03)* = Px

Vamos supor que a populacdo dobrara em relagao ao ano-base apds x anos, sendo assim, temos:
Px=2.P0

PO.(1,03)*=2.P0

1,03x=2

Aplicando logaritmo

log 1,03% = log 2

x.log 1,03 =log2

x.0,0128 =0,3010

x=0,3010/0,0128

x=23,5

A populacdo dobrara em aproximadamente 23,5 anos.
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A representacao grafica pode ser de duas formas:
Veja os graficos abaixo mostrando as duas formas para a

funcdo Yy =log, X |

Decrescente:
y

Na" y
ps€
0s© nOS
0 de\lem$ em aﬁ\ \550
teS Q‘a“cs no e‘n‘oo ;3°“‘° b ge Vs
S e n 4+ \O
Ne oS GO\"‘ ocoﬂ'e \ogar\““ .

que §C0S o\S 0. 1 =
a 0,9, R X
oS ?; aco‘? 258> 6%
esS \ ue

em OV b>0 O<b<1



85" smuroreoena ~ 1 :
Fun(;aO Logarltmlca %

Ill-lu-ﬁ.lumju i
o EECAHICE

A representacdo geometrica que melhor representa o grafico da

funcéo real de variavel real x, dada por f(x)=Ilog, x , é:

M o) L |

-
h]—
-
el
e E———
M=
W

37
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Propriedades

Logaritmo de 1 %

O logaritmo de 1 € SEMPRE zero, pois
todo namero elevado a zero € igual a 1.

log, 1 = 0 porque b® = 1.

Logaritmo de b na base b &

O logaritmo de um nimero b na base b &
igual a 1 pois b* = b.

log, b =1, porque b = b.

ap ep selougnbasuo)

1}

oediul

Com a e b numeros Reais positivos e a = 1, temos:

b elevado ao logaritmo
de M na base b df—

Um nuamero b elevado ao log de M na base
b é igual ao prorio M.

| plogs M — MI

log,,

Logaritmo do Produto

O log de de dois numeros multiplicados € igual a
soma dos logaritmos desses numeros.

loga(b-c) =log, b +log, ¢

Logaritmos e suas

Propriedades

logab=x a*=>b

Logaritmo do Quociente

O logaritmo de dois nimeros dividios € igual
a subtracéo dos logs desses numeros

log,(b +c¢) =log, b —log, ¢

Mudanga de Base

sapepalidoid

Iﬁur.:mum

Logaritmo da Poténcia

O logaritmo de uma poténcia € igual ao
valor da poténcia multiplicado pelo log.

log, b™ =n-log, b

Logaritmo com uma
poténcia na base

O logaritmo com uma poténcia na base é
dado pela multiplicagdo do inverso do
expoente dessa poténcia pelo log.

log,m b = #Ioga b

38
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Resolva os seguintes logaritmos:

log, 16 + log4 243 — Iog\E 3125

log g v/7 +10gg 729—log 5 0,027

10
Iogz[log%(logﬁ ‘\1/3_2)}

4
log, (4 — x) = log,(x +1)+1

log, VX —4 +log,(x—4)= IogZ%
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As funcles trigonometricas, também chamadas
de , estao relacionadas com as demais

voltas no ciclo trigonomeétrico.
As principais funcoes trigonomeétricas sao:
Funcao Seno
Funcao Cosseno
Funcao Tangente
No circulo trigonomeétrico temos que cada numero real

esta associado a um ponto da circunferéncia.

40
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7 =180° 0=3680°

Figura do Circulo Trigonométrico dos angulos expressos em graus e radianos 41
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Funcoes Periddicas

As funcoes periodicas sao funcbes que possuem
um comportamento periodico. Ou seja, que ocorrem em
determinados intervalos de tempo.

O periodo corresponde ao menor intervalo de tempo em

gue acontece a repeticao de determinado fenomeno.

Uma funcao f: A — B € periddica se existir um numero
O menor valor positivo de p é chamado
real positivo p tal que de periodo de f.

Note que as fungdes trigonomeétricas sao
f(X) =f (X+p), V X € A | exemplos de funcdes periédicas visto que

A T 42
apresentam certos fenbmenos perlodlcos.
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Funcao Seno
A funcao seno € uma funcao periddica e seu periodo
é 2. Ela é expressa por:
No circulo trigonométrico, o sinal da funcao seno é
positivo quando x pertence ao primeiro e segundo gquadrantes.

Ja no terceiro e quarto quadrantes, o sinal é negativo.

43




g nomuroreoa. Funcao
Trigonométrica ¢

O dominioeo da funcao seno sao iguais
a R. Ou seja, ela esta definida para todos os valores reais:
D(sen)=R.

Ja o conjunto da imagem da funcéo seno corresponde

ao intervalo real [-1, 1]: -1 <sen x <1.
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Em relacdo a simetria, a funcdo seno é uma funcao
impar: sen(-x) = -sen(x).
O grafico da funcéo seno f(x) = sen x € uma curva

chamada de senoide:

45
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Funcao Cosseno
A funcéo cosseno € uma funcao periddica e seu periodo
é 2. Ela é expressa por:
No circulo trigonomeétrico, o sinal da funcao cosseno é
positivo quando x pertence ao primeiro e quarto quadrantes.

Ja no segundo e terceiro quadrantes, o sinal € negativo.

46
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O dominio e o contradominio da funcédo cosseno sao
iguais a R. Ou seja, ela esta definida para todos os valores

reais: D(cosx)=R.

Ja o conjunto da imagem da funcao cosseno

corresponde ao intervalo real [-1, 1]: -1 < cos x < 1.

47
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Em relacao a simetria, a funcao cosseno € uma
cos(-X) = cos(x).

O grafico da funcéo cosseno f(x) = cos X € uma curva
chamada de cossenoide:

48
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Funcao Tangente
A funcado Tangente € uma funcéo periodica e seu periodo
é . Ela é expressa por:
No circulo trigonometrico, o sinal da funcao tangente é
positivo quando x pertence ao primeiro e terceiro quadrantes.

Ja no segundo e quarto quadrantes, o sinal € negativo.
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O dominio da funcéo tangente é: D(tanx)={x € R| X # de

/2 + k1r; K € Z}. Assim, nao definimos tg x, se x = 11/2 + Krr.

Ja o conjunto da imagem da funcéao tangente

corresponde a R, ou seja, 0 conjunto dos numeros reais.
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Em relacdo a simetria, a funcao tangente € uma
tg(-x) = -tg(-x).
O grafico da funcéao tangente f(x) = tg x € uma curva

chamada de tangentoide:
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Circulo Trigonomeétrico

secante.”

~ldangente

tangente
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Relacbes Trigonomeétricas

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

¥ 2 ; . . .
sen” X + cos” X =1 - Identidade fundamental da trigonometria

semn X
tg X =
COs X 2 2
sec” Xx—-tg'x=1
1
sec X = - ”
cosx cotg™x = cossec” x—1
_ 1 > 2
COossec X = cossec  X=1l+cotg ™ x
SeIl X
1 COS X
cotgx = =
I_EK 5cnl X
2 1—cos2x
sen” X=—m—
2
2 l1+cos2x
CoOs™" X=—"—
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Relacbes Trigonomeétricas

ARCOS DUPLOS ADICAO DE ARCOS

senla +b) = sena.cosb +senb.cosa
sen2x = 2.senx.cosx

cos(a +b) = cosa.cosb —sena.senb
cos2X = cos” X — sen” X

cos(a —b) = cosa.cosh +sena.senb
cos2x = 2.cos*x —1

sen(a —b) = sena.cosbhb —senb.cosa
cos2x = 1—2sen’ x

2.tg X
| —tg’x

L
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Relacbes Trigonomeétricas

. " o N PRODUTOS DE SENOS E COSSENOS
RELACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

1
Sen1Lcosu = 5 senZu

) 6 CA
SCIL0 = H Ccos = H
1 ,
o5 CO o CA SENLCOSV :E[sesu(qu v) +sen{u—v)]
TY=TA e =0
H H y 1 ,
g H e H CA 1 5 .
secO="~1 cossech ="~ COSTLCOSV = [cos{u+ v) +cos(u V)]

COsSILSENnV = % [sesu( u-+ v) —sen(u— V)]

seniLsenv = %[COS{U —v) —cos{u+ ")]



