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11 7

® f(x) esta definida em “a”, mas f(a) = “L".

Exemplo: f(x) = 2x — 1.

(11 7

® f(x) esta definida em “a”, mas f(a) # “L".

Exemplo:

(X+3,5e X#3
f(X) =1 e a=3(D=%R)
4se X=3

.



BRI
,irg{%::z lN?TITUTO FEDERAL En g en h ar I a CIVI | e %
BB Campus Passo Fundo

Engenharia Mecanica ==

Continuidade de Funcoes

Uma funcdo f €& continua num ponto “a” se sao
satisfeitas as trés condicoes seguintes:

o f é definida num intervalo aberto contendo “a” (a e Df)

@ limf(x)= lim f(x)

X—a x—a"

o limf(x)="f(a)

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Continuidade de Funcoes

. . X+1lse x=#2
Verificar se a funcao f(x) = em XxX=2
3x,se XxX=2

e continua.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 3
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Continuidade de Funcoes

X+1lse x=#2
Verificar se a funcao f(x) :{ . em XxX=2

3X,5e XxX=2
e continua.

1. D=%R, x=2eD(f)

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Continuidade de Funcoes

. . X+1lse x=#2
Verificar se a funcao f(x) = em XxX=2
3x,se XxX=2

e continua.

1. D=%R, x=2eD(f)

lim f(X) = Iim_x+1:2+1:3\

2. > s L limf (x) = 3
imf(X)=Ilmx+1=2+1= 3 X—2
X—2F X—2"

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 5
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Continuidade de Funcoes

. . X+1lse x=#2
Verificar se a funcao f(x) = em XxX=2
3x,se XxX=2

e continua.

1. D=%R, x=2eD(f)

lim f(X) = Iim_x+1:2+1:3\

2. > s L limf (x) = 3
Ilmf(x)_llm X+1=2+1= 3 X—2
X—2F X—2"

3.f(2)=3.(2) =6

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 6
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Continuidade de Funcoes

. . X+1lse x=#2
Verificar se a funcao f(x) = em XxX=2
3x,se XxX=2

e continua. o
Logo: Nao e

continua

1. D=R, x=2eD(f) emx:2porque

lim f(x) = lim x+1=2+1=3] _

2. X2 X—2 imf(x) =3 |Iﬂ;f(X)¢f(2)
Imf(x)=Ilmx+1=2+1= 3 X—>2 X
oz e 3+#6

3.f(2)=3.(2) =6

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 7
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Continuidade de Funcoes

x?,se x>1
1se x<l1

e continua

Exemplo:
Verificar se a fungao f(x) = {

emx = 1.

1. D=%®, x=1eD(f)

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 8
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Continuidade de Funcoes

Exemplo: ¥2 se x>1
Verificar se a funcao f(x) =<’ ~ é continua
lse x<l1
emx=1.

1. D=%R, x=1eD(f)
imf(x)=Iliml=1 \

2. X—1 X—1 2 >|imf(x):1
lim f(x) = lim x? = (1) =1/ 2

Xx—1" Xx—1"

J

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Continuidade de Funcoes

Exemplo: ¥2 se x>1
Verificar se a funcao f(x) =<’ ~ é continua
lse x<l1
emx=1.

1. D=%®, x=1eD(f)

imf(x)=Ilim1l=1
2. x—1 Xx—1 2 >|imf(x) _1
lim f(x) = lim x? = (1)° =1[ >

x—1" x—1 )

3. f()=(?=1

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 10



—

S8 INSTITUTO FEDERAL

Engenharia Civil e %

Engenharia Mecanica 7=
Continuidade de Funcoes
Exemplo: 2 N
Verificar se a funcao f(x) = x“,se x=z1 é continua
lse x<1
emx = 1.
1. D=%R, x=1eD(f) \ Logo: E continua
1in;1_f(x) = XIirr11_1= 1 em x = 1 porque
2. I'% f I'% , ., glimf(x)=1 satisfaz as trés
lim (X)=XL”11X =(1) —1) condicdes.
3. f(1)=()?=1

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Continuidade de Funcoes

Observacoes:
Funcdes Hiperbolicas

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 12



o O
somosaonce . Engenharia Civil e %

- Engenharia Mecanica %=
Limites no Infinito

Definicao 1: Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto

(a,+). Escrevemos lim f(x) =L, quando o ndmero L satisfaz &

X—>+00

seguinte condicao: Depois de “a” a

funcao se estabiliza
e tende para L.

F(x)-L| <, Y
sempre gue X > a. .

Ve >0, existe a > 0tal que

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 13
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Limites no Infinito

Definicao 2: Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto

(—OO,b) . Escrevemos Iim f(x) =L, quando o niumero L satisfaz a

seguinte condicao:
Antes de

Ve >0, existe b < 0tal que “‘b” a
funcao se
|]c (X) - L| <& estabiliza

e tende
para L.

sempre que X < b.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 14
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Limites no Infinito

Teorema 1: Se n € um numero inteiro positivo, entao:

1) Iimi:O i) Iimi:O

Xx—>+0 Y x——o0 ¥

Teorema 2: Se n € um numero inteiro positivo, entao:

P(x)=a x"+a x"'+..+aX+a, .
Q(x)=b_x"+b__x""+...+bx+b,

Considerar o termo
de maior grau do
polinbmio

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 15
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Limites no Infinito

Exemplos: Determine os limites:

2) lim 3x°> —5x* +3x by lim 2X —5
X —>—00 X2 —3X X —>+00 X_|_8
. 2X+5

c) lim
X—>400 \/2X2 _5

d) lim (3x5 —4x°® +1)

X—>—+00

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 16
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Limites Infinitos
Definicao 1: Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto
contendo “a”, exceto possivelmente, em x = a. Dizemos que

limf(X) =400, se para qualquer A > 0, existir um § >0 tal que

X—a

f(x)>A sempre queo<|x-a|< 5 -
Definicao 2: Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto
contendo “a”, exceto possivelmente, em x = a. Dizemos que

limf(x) =—o0, se para qualquer B < 0, existir um & >0 tal que

f(x)>A sempre que 0<|x-a|< &

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Limites Infinitos

Teorema:

Se n é um numero inteiro positivo qualquer, entao:

. +00, Sené par
1) fim = = 100 ||)I|mi:{ > ¥

x—0" X" x—>0" X —00,Se N e I'mpal’

X*+3x+1
Exemplo: Iim
x>2 X 4+ X —6

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 18
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Indeterminacoes da forma oo — oo
Reduzir a uma so fracao

Exemplos:

Determine os limites:

. 1 1 .
1) Iim — 2) lim(csc X —cot x
)HZ(XB—S x—2j ) H0( )
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Assintotas

Assintota Horizontal

—-X

Grafico y=¢€

X fica muito grande, logo: 1 1
Kime_x — ﬁlm— — S — O

X —>00 X —>00 eX e

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 20
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Assintotas

Assintota Horizontal

Quando nao temos o grafico, para encontrarmos a assintota
horizontal, basta resolver dois limites:
X tendendo a mais infinito

X tendendo a menos Infinito

Logo: /imf(x)=b (timf(x)=Db

X—>0 X —>—00

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 21



. INSTITUTO FEDERAL : .
S SUL-RIO-GRANDENS Engenharia Civil e

Engenharia Mecanica %=

Assintotas

Assintota Horizontal

Nao € necessario que os dois limites sejam iguais a uma
constante para ser assintota, mas apenas um deles. Caso os
dois limites resultem em constantes diferentes, teremos duas

assintotas, uma em cada constante.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 22
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Assintotas

Assintota Vertical

1
Grafico Y =——
x-1
Quando y fica muito grande (tanto para mais infinito quanto para
menos Infinito) parece gque a nossa funcao praticamente

encosta na reta x = 1, ou seja, X = 1 € a nossa assintota vertical.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 23
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Assintotas

Assintota Vertical

E se nao tivermos o grafico?
1- Analisamos o dominio da funcéao
2- Calculamos o limite a direita e a esquerda desse valor

Se o limite tender, para mais infinito ou menos infinito, x =1 € a

nossa assintota vertical.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 24
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Assintotas

Resumindo

Para Assintotas Horizontais:

- Fazer os limites de f(x) com x tendendo a mais Infinito e a

menos Infinito:

- Se pelo menos um desses limites resultar em uma constante
c, onde ¢ € um numero real, teremos que a retay = c € uma

assintota horizontal:

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 25
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Assintotas

Resumindo

Para Assintotas Horizontais:

- Se o0s limites derem constantes diferentes, teremos duas

assintotas horizontais;
- Se os dois limites tenderem para mais ou menos Infinito, nao

teremos assintotas horizontais.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 26
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Assintotas

Resumindo

Para Assintotas Verticais:

- Achar os valores de x que dao “problema” na nossa funcao,
Ou seja, que nao estao no dominio dela;

- Fazer os limites laterais desse valor, e se os limites tenderem
para mais ou menos Infinito, quer dizer gque temos uma

assintota vertical;

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 27
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Assintotas

Resumindo

Para Assintotas Verticais:

- Se o0s dois limites resultarem em constantes, nao temos

assintotas verticais;

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 28
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Assintotas

Resumindo

Assintotas Horizontais envolvem limites no infinito

Assintotas verticais envolvem limites infinitos

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 29
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Assintotas
Exemplos ,
X —5x
1) f(x) =
) 1) X’ -6X+5
2)y = >
NP
)Y = a
x% -9

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 30
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Limites Fundamentais

. Senx . Senkx
1) lim =1 > Ilim -1
x—0 X Xx—0 kX
1 | T
2) im(1+x)x=e  lim(1+kx)x =e
Xx—0 Xx—0
| 1Y . kY
3) lim (1+— —e b lim|1l+—=| =€*
X —>F00 X X —>t00 X
o a‘-1 o a¥ -1
4) lim =/na +— Ilim = /na
x—0 X x—0 kX
Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Limites Fundamentais
Exemplos: Organize os limites na forma de limites fundamentais

para resolvé-los:

. sen2Z2x : CSC X
1) lim 2) lim(1- Zs.enx)3
x—0 X Xx—0
. -2y . e . e*-1
3) lim (X 2) 4) lim e -1 5) lim
X—+o| X —3 X—0 X x—0 geNnXx

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 32
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1) lm - -1
x>l x—1 1-1 O

funcao.

= +o0, portanto nao existe limite dessa

: 3 3 3
2) lim = = _
x—4 Xx—4 4-4 0

funcao.

=+to0, portanto nao existe limite dessa

3) lim A S +oo , portanto nao existe limite

X —5 x—5 5-5
dessa funcao.
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< Se I@f(x) 0 e@

Se ¢ >0 e f(x) — 0 para valores positivos Se ¢ <0 e f(x) — 0 para valores positivos
- X X
l)“my:ﬂ |||)I|mg( )
X—*a f(x) X—%a f(x)
Se ¢ > 0 e f(x) — 0 para valores negativos Se ¢ <0 e f(x) — 0 para valores negativos
- X . , X
||)I|m£:—oo w)hmy:c@
X—>a f(x) X—>a f(x)

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 34
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Em diversos exemplos sobre o calculo de limites nos

defrontamos com situacOes desse tipo e "escapamos” delas
através de manipulacdes algebricas. Nao podemos esquecer

qgue o limite do guociente é o quociente dos limites somente

guando os limites do numerador e do denominador existem,

sendo o do denominador diferente de zero.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 35
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Uma expressao da forma gé denominada uma "indeterminagao”. Essa denominagao advém do fato

que se um limite é dessa forma, a priori, nao sabemos qual € o resultado. Pode ser qualquer um.

Casos de indeterminagdo: «-; . 0; 0/0; «/«x; 0°
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Vejamos alguns exemglos:

0
a) —
0
X 2X X’
lim—=1 lim— =2 lim— =0
x_){].x X—)‘U‘X ""DX
. X o1 N _ 1 |
Ilm—2 =lim= que  ndo existe, pois lim —=+4+w e lim —=—-w
x—0 ¥ x—>0 ¥ x—07 X x—0" ¥
b) —
o0
. X . 2X . X
im—-—=1 lim— =2 I|m—3:0
x—)ﬁ:}( >r.—>3:}( x—)x)(

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 37
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Operacoes envolvendo + oo:

No estudo dos limites devemos considerar as operacoes envolvendo «, que nao sdo validas para calculos algébricos.
(obs: ¢ ¢ um numero real)

Adicio e subtracdo | Multiplicacéo | Divisdo | Poténcia
C+owo=o0 C.oo=o0 oof¢c = w0 ool = o0
C-0=-x C . (-0)=-w -o/c = - 0 ( o
€. () c>1=c¢” =w
o0 400 = o0 o0 , o0 = o0 c/oo=0(
0 - 00 = - o0 @0, (-00) = -0 c/0=w o s 0<C<1:>CDC=0
-0 =indeterminacio w0 . O=indeterminacio 0/0 = indeterminacéo ¢ w
’ ; . N —l<c<o=>c =0
0-Cc= w0/ =indeterminacdo
oD
c<-1=c¢ =41w
0=0 c=0
0*=0
on® = oo
c’=1 c=0

0°= indeterminacio
== indeterminacio
1= = indeterminacdo

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 38
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O limite bilateral de uma funcdo existe em um ponto a se e somente se existirem os limites laterais
naquele ponto e tiverem o mesmo valor:

limf(x) =L seesomentese lim f(x)=L= lim f(x)
A—=a x—=a X—=a
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LIMITES NO INFINITO: “XTENDE AO INFINITO”

Seja f uma funcao definida em todo numero no intervalo (— D‘J,Jro‘a). O limite de f(x), quando x cresce

ou decresce ilimitadamente, € L e pode ser escrito como:
lim f(x)=L ou limf(x)=L
Ex—)—i—r ( ) K—»—0 ( )j

Encontre os limites indicados abaixo:

Exemplos

x X 1

i o0 . . ~ - _ _ . .
a) Ilim—— = — causa indeterminac3o, fi@ N =1, ou seja, a medida
o xoex +1 0 A U T
simplificando temos. X o0

em gque x tende ao infinito, f(x) se aproxima de
1 e temos entao uma assintota horizontal.
Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 40
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Graficamente podemos observar a tendéncia do limite

-10

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 41
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Kg(z 1+5} 2 1 . 5
o tim 20 X5 e ) me (o)t () 0
oo AxT -1 o 3( 1) 1
X' | 4—— 4 — -
X (—o0)

as+
Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 42
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4x°> —3

. . u_o =
c) lim = lim X) - too PV P,
e QX+ 5 o 5 > 2+0 2
X| 24+ — 2+
X + o0

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 43
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LIMITES INFINITOS

Seja f uma funcao definida em todo numero no intervalo aberto | contendo g, exceto, possivelmente,

no proprio a. Quando x se aproxima de a, f(x) cresce ou decresce ilimitadamente, o que pode ser escrito como:
limf(x)=+ ou limf(x)=—o

X—a
Xx—ra

Exemplos
Utilizando os conceitos de limites, esboce o grafico das seguintes fungoes:

3 2 ?
o) )= b) h(x):x__"1 g y= x:t_l

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 44
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e A
s Bl

Solucdo
Calculando os limites laterais em cada caso, obtemos:

lim L—Jrl:::rﬂ e Iimi—ﬂﬁ I |
x—27 (}(_2)2 T x—2" (}.{ _2)2 : . E

.
lim 3 ~=0 e lim 3 ~=0 R :
X —>—a0 (){—2) X—>=+0 (){—2) ;

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 45
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Definicdo: Uma reta x = a € chamada de assintota vertical do grafico de uma fungao f se f(x) tende a +co ou

—00, quando x tende a g pela esquerda ou pela direita.
2X oot

Para a fungdo h(x)=—— temos que: |
x—1 11\
5 Ill'nl
2X 2X TN
im——=40 e |lMm—~=-m : N
x=1" X —1 x=1" X —1 The— 3
i i | l\ i
"'ill 4 3 4 5 & T & ]
ot |\
I

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 46
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2
. X
Para a fungao y = >
X —1
2 2 2
. X . X
lim ——o0 e |lim = 400
-x? -1 1 -
x—>—17 X — x—>—1" X —
2 2 T — : .
lim — =17 e |lim . =17
x——x X -1 Xx—>+a0 X -1

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 47
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Continuidade de fungﬁn em um numero

i "

Definicdo:| Dizemos que a funcdo f € continua no numero “a” se e somente se as seguintes condicoes forem
satisfeitas

(i) f(a) existe (ii) limf(x) existe (ii) limf(x) = f(a)

X—a X—a

i

Se uma ou mais de uma dessas condicoes nao forem verificadas em “a”, a funcao f sera descontinua em “a
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Exemplo
Considere a funcao f(x) e analise a continuidade em x = 1.

-

2
) se x=1
fx)=4 %"

Hl se x=1

Analizando as condicOes de continuidade
(i) f(1) =1 (ii) limf(x)=2 (iii) lim f(x)= (1)
x—1 x—1

percebe-se que a funcao esta definida para todos os reais, mas f(x) nao € continua em 1 pois o terceiro critério
nao se verifica. Pode-se, também, observar a descontinuidade da funcao representando-a graficamente.
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Dizemosque uma funcao é continuaemx = a, se (grosso modo) o grafico da funcao naotem quebras(ou pulos)

guandoele passa pelo ponto (a, f(a)). Isto &, f(x) € continuaemx = a, se pudermosdesenharo grafico através dc
ponto (a, f(a)) sem tirar nosso lapisdo papel. Observe as figuras:

v = flx)

(a) (b)

As figuras mostram exemplosde graficos de fungdes que ndo sdo continuas, pois:
e Afuncao f(x) nao esta definidaem c (a)
e O limite de f(x) ndo existe quando xtende a c (b) e (c)

e Ovalordafungiaoe o valordo limiteem ¢ s3o diferentes(d)
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