Integral definida

Motivagdo: Encontrar a area de uma regido plana qualquer.

Problema: Seja f(x) um fungdo continua e ndo negativa no intervalo [a,b]. Encontrar a area da regido R
delimitada inferiormente pelo eixo x, lateralmente pelas retas verticais x = a € x = b e superiormente pela

curva y = f(x).
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Ideia: Aproximar a figura por poligonos cujas areas possam ser calculadas pelos métodos da geometria

elementar.

» Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais inserindo n — 1 pontos igual-
mente espacados entre a e b ¢ denotamos esses pontos por
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(Figura 6.4.3). Cada um desses subintervalos tem comprimento (b — a)/n, que costu-
ma ser denotado por
b—a

n

Ax=

e Acima de cada subintervalo construimos um retangulo cuja altura € o valor de fem
um ponto arbitrariamente selecionado no subintervalo. Assim, se
=
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denotam os pontos selecionados nos subintervalos, entdo os retangulos tém alturas
F&D), f(x3), ..., f(x)) e dreas
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(Figura 6.4.4).
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Area = f(x})Ax



* A unido dos retdngulos forma uma regiio R, cuja drea pode ser considerada como AY

uma aproximagio da drea A da regido R; ou seja,
A=drea(R) = drea(R,) = f(x))Ax + f(x3)Ax + -+ + flx;)Ax

(Figura 6.4.5). Isso pode ser expresso mais compactamente na notagio sigma como

A Ef(x;)Ax
k=1

direa (R,) == drea (R)

Esta soma é chamada soma de Riemann da fungio f(x). Figura 6.4.5

s Repetimos o processo usando cada vez mais subintervalos e definimos a drea R como
o “limite” das aproximagoes dadas pelas dreas das regides R, quando n cresce sem Isso nos diz para

p ; parar quandok=n
parar. Assim, definimos a drea A por : o ¥
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Isso nos diz para

n
A= lim Zf(x;)ﬁ,r somar i
k=1

n=s $x

Isso nos diz para
comegar com k=m

Resumindo, temos a definigdo seguinte.

DEFINICAO  (Area Sob uma Curva) Se a funcio f for continua em [a, b] e
se flx) 2 0 para cada x em [a, b], entdo a drea sob a curva y = flx) e acima do intervalo https://www.geogebra.org/m/uatN4wYp
la, b] € definida por

n
A= lim_ § fxt)Ax

Esse mesmo tipo de limite ocorre em uma grande variedade de situagdes, mesmo quando f ndo é
necessariamente uma fungo positiva. Ele aparece quando tentamos encontrar a distancia percorrida por
um objeto, o comprimento de curvas, volumes de solidos, centros de massa, forcas por pressdo da agua e
trabalho, entre outras quantidades.

Portanto, a esse limite damos nome e notacgao especial.

Definiciio de integral definida: Seja f uma funcgio definida em [a, b] e seja P uma particao qualquer de
[a, b]. Entdo, a integral definida de f de a até b é:

jb f(x) dx = lim i f(x}) Ax
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desde que o limite exista. Se ele existir, dizemos que f € integravel em [a, b].

OBSERVAGCAO 1 O simbolo j foi introduzido por Leibniz e é denominado sinal de inte-
gral. Ele € um S alongado e foi assim escolhido porque uma integral € um limite de somas.
Na notagéo (7 f(x) dx, ae b so ditos limites de integracfo, a € o limite inferior,

b, o limite superior.

OBSERVAGAO 2 A integral definitiva [* f(x) dx € um niimero.



Interpretacao geométrica da integral definida:

Quando f ¢ continua e ndo negativa em [a, b], a integral definida representa a area da regido sob o grafico da

fde a até b.

Definicao . .
(a) Sea > b, entdo: Jf(x)dx = - ff(x)dx
a b

se a integral a direita existir.

a
(b) Sea = b e f(a) existe, entio: jf(x)dx =0
a
Teorema Se [ € continua sobre [a, b], entdo f € integravel em [a, b].

Propriedades da Integral Definida

Sejam f e g fungdes integraveis e k uma constante qualquer, entdo:

b b
(i) ka(x)dx = kJ f(x)dx.

. b b b
() J[f(x) + g(x)]dx = Jf(x)dx + Jg(x)dx.

a

Proposigéo Sea < c < beféintegrivel em [a, c] e em [c, b], entdo f ¢ integrivel em [a, b] e

ff(x)dx - ff(x)dx + J;bf(x)dx.

Proposicdo Se fintegrdvel e se f(x) = 0 para todo x em [, b}, entdo:

ff(x)dx = 0.

Proposicdo Se fe g sdo integréveis em [a, b] e f(x) = g(x)para todo x em [, b], entdo:

b
L f(x) dx é a drea resultante.
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J f(x)dx = Jg(x)d.r_
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Area sob f'= 4rea sob g

O Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do calculo permite relacionar as operagdes de derivacao e integracao.

Teorema Fundamental do Calculo Se f for continua em [a, b], entdo

[ £ dx = F@) - Fa)

onde F € qualquer primitiva de £, isto €, uma fungdo tal que F' = f.

Ele nos diz que, conhecendo uma primitiva da fun¢do continua em um intervalo, podemos calcular a sua integral
definida facilmente.

Com isso, obtemos uma maneira rapida e simples de resolver inimeros problemas que envolvem o calculo da
integral definida.

Obs: Costuma-se escrever F(x)|2 para indicar F(b) - F(a), como segue

b

b
ff(x)dx = F(x)| =

a

F(b) — F(a).

Exemplo: Calcule a integral definida de f(x) = x no intervalo [0,3] e faca a interpretagdo geométrica.
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Exemplo: Calcule as integrais definidas usando o Teorema Fundamental do Célculo.
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