Aplicacoes da integral definida

Comprimento de arco de curvas planas:

Problema: definir e obter uma féormula para o comprimento de arco L de uma curva suave C definida pela
equacdo y = f(x) no intervalo [a, b].
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Intuitivamente, podemos pensar no comprimento de arco de uma curva como o nimero obtido ao colocar um
pedaco de barbante sobre a curva e entdo medir o comprimento do barbante depois de espichado com uma
régua. Mas isso pode ser dificil de ser feito com precisdo, entdo precisamos de uma defini¢cdo exata para o
comprimento de arco de uma curva.

Se a curva ¢ uma poligonal, isto €, formada por segmentos de reta, podemos facilmente encontrar seu
comprimento, apenas somamos os comprimentos dos segmentos de reta que formam a poligonal (podemos
usar a formula da distancia para encontrar a distancia entre as extremidades de cada segmento, veja o
exemplo).
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Definimos o comprimento de uma curva qualquer primeiro aproximando-a por uma poligonal e, entdo,
tomando o limite quando o niimero de segmentos da poligonal aumenta.
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Implementando a ideia:
. Obtemos uma poligonal de aproximag@o para C dividindo o intervalo [a, b] e;z;
n~submtervalos com extremidades xo, Xy, . . . , X, & com larguras iguais a Ax. Se y; = f(x;), en-
tao o ponto P;(x;, y;) estd em C e a poligonal com vértices Py, P, . . . , P,, ilustrada na Figura
3, € uma aproximagao para C. :
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FIGURA 3
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O comprimento da poligonal é dado por: L m= Z . d. ('P r\J )
e

L= ;V(x,— ) + (F(x) — Flxi-1))> (1)

Como f € derivavel em [a, b], podemos aplicar o Teorema do Valor Médio em cada intervalo
[xi-1, xi], i = 1,2, ... ,n, e escrever
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onde ¢; é um ponto do intervalo (x;_,, x;). \{L 3
Substituindo este resultado em (1), obtemos: ﬁ n .
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(2)
onde Ax; = x; — x;_,.

A soma que aparece em (2) ¢ uma soma de Riemann da fungio

V1 + [f'(x)}

Se fizermos n — +o0 , 0 comprimento L, da poligonal se aproxima cada vez mais do comprimento L do arco da
curva. Entao,
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L=1m V1 +[f'(c)] Ax
i=1

= i.b V1 + [ (0] dx

Logo,

Formula do Comprimento do Arco Se f’ for continua em [a, b], entdo o compri-
mentodacurvay = f(x),a < x < b, é

L= j: V1 + [F(x)) dx

Exercicio: Usando integral, calcule o comprimento da circunferéncia x? + y? = r2
C
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Observagao:

Podem ocorrer situagdes em que a curva C € dada por x = g(y), em vezde y = f(x). Neste caso, o comprimen-

to do arco da curva C de A(g(c), ¢) até B(g(d), d) ., é dado por:

L= ["VTFgOIF dy
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