Aplicacoes da integral definida

Area de uma superficie de revolucio:

Superficie de revolugdo: fazendo uma curva plana girar em torno de uma reta no plano, obtemos uma
superficie, que ¢ chamada de superficie de revolucdo. Essa superficie ¢ a fronteira lateral de um sélido

de revolugao.
A reta ao redor da qual a curva gira ¢ chamada de eixo de revolugdo.

Esfera Cilindro circular reto Tronco de cone
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Problema: Seja f suave e ndo negativa em [a, b]. Calcular a area da superficie de revolugdo gerada pela
rotacdo, em torno do eixo x, da curva C de equacgdo y = f(x) no intervalo [a, b].
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Deducdo da formula:

Vamos supor que f(x) = 0, para todo x € [a, b, e que f é uma fungdo derivdvel em [a, b].

Como fizemos para o cdlculo do volume de um sélido de revolugdo, dividimos o intervalo [a, b] em n subinterva-
los através dos pontos:

8 =X <X R s XXy < X T 0 < Xy=b.

Sejam Qy, Q,,..., Q, os correspondentes pontos sobre a curva C. Unindo os pontos Qy, Q... , @,, obtemos uma

linha poligonal que aproxima a curva C.

A figura ilustra uma poligonal paran=7.
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Fazendo cada segmento de reta desta linha poligonal girar em torno do eixo dos x, a superficie de revolugdo obtida
€ um tronco de cone.

fix)
fix.,)

Da geometria elementar, sabemos que a drea lateral do tronco de cone € dada por:
A=m(n +n)L, -,r J
onde r, € o raio da base menor, r, € o raio da base maior e L é o comprimento da geratriz do tronco de cone L

r;tr;

Ou, A=2nrL,onder= ¢ o raio médio do tronco.

Portanto, a area lateral do tronco de cone que visualizamos ¢ dada por:

A = o f i) +2f(Xi—1) Q,,-Q,!

Como na demonstragdo do comprimento de arco de uma curva plana, temos

Q. .-Q.I = /1+[f'(c;)]?Ax;. onde ¢; € [xi-1, Xi]
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Quando Ax; é pequeno temos que f(x;) ~ f(c;) e também f(xj_1) =~ f(¢;) pois f é continua.

Segue que,
am2n WTIE) [y (e
= 27Tf(C,')\/ 1+ [f’(C,')]2AX,'.

entdo uma aproximacgdo para a area da superficie é

A Y 2mf(ci)y/1+ [F/(ci)PAx;.
i=1

(Soma das areas laterais de todos os troncos de cone gerados pela rotagdo dos segmentos que compde a poligonal.)



Podemos observar que, quando n cresce muito e cada Ax; torna-se muito pequeno, a soma das dreas laterais dos n
troncos de cone aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como a drea da superficie S.
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Entao,

= lim Y 27f(¢)\/1+[f'(c))]? Axi

maecd i—1

:27/1;(x)\/1+[f’(x)]2dx

Definimos a area da superficie de revolugao, obtida pela rotagdo em torno do eixo x da curva suave y = f(x)
de a até b, por

b
A= f 2mf(x)J 1+ [f'(x)]? dx

a

Observagoes:
1) Se f ndo for necessariamente positiva, entdo:

b
4= f 21lf W+ F P dx

2) Se considerarmos a curva X = g(y), y € [c, d], girando em torno do eixo y, entdo:

d
A= f 2mg()V1+[g9'()]? dy

Exercicios:

1) Calcular a area da superficie obtida pela rotagdo da curvay = V4 — x2, com -1 <x < 1, em torno do €ixo x.
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2) O arco da parabolay = x2 de (1, 1)a (2, 4) é girado em torno do eixo y. Encontre a 4rea da

superficie resultante.
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3) Encontre a area da superficie gerada pela rotagdo da regido limitada por x*> + y> =4 em torno da reta y = -3.
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4) Se aregiado R={(x,y)/x>1,0<y < 1/x} é girada em torno do eixo X, o volume do sélido resultante ¢ finito,
mas a area da superficie ¢ infinita. Verifique essas informagdes, efetuando o calculo do volume e da area.

(A superficie ¢ conhecida como Trombeta de Gabriel.)
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