Extensoes do Conceito de Integral

Até 0 momento, calculamos integrais de fungdes continuas definidas em intervalos fechados e limitados. Em diver-

sas aplicagdes surge a necessidade de relaxar algumas dessas condiges. Nas se¢Oes que seguem vamos estender o con-
ceito de integral para as seguintes situagdes:

. integrais de fungdes continuas por parte:
.

integrais com limites de integracio infinitos;

integrais com integrandos infinitos.

Integrais de Funcoes Continuas por Partes

Definicdo Dizemos que f(x) € continua por partes em [a, b] se pudermos subdividir o intervalo [a. b] em
um niimero finito de subintervalos.

[a,b)=[a = x0.x] U [x1, 2] U .. U [x,_,.x,=b]

de tal forma que f(x) € continua em cada intervalo aberto (x,_;..x;) e para cada i existem os limites laterais corres-
pondentes.

lim f(x)e Ii_r.n‘ f(x).

Fung¢do continua por partes

Célculo da Integral de uma Fungdo Continua por Partes

X Xa

Tf(x)a‘x = [f(x}dx + [f{x)dx + ot }f{x)dx.
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Podemos calcular a integral definida de uma fungdo continua por partes como segue:

Fungdo ndo € continua por partes
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Integrais Improprias

Sédo integrais de funcdes:

- Definidas em intervalos do tipo [a, b), (a, b], (a, b), [a, +o), (-, b], (a, +©), (-0, b) € (-0, +w©);
- Com descontinuidade infinita em [a, b].

Problema: Calcular a area da regido R determinada pelo graficode y = % ,0<x<9,eo0ecixox.
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E intuitivo que para valores de t muito pequenos a regido limitada R, ¢ uma boa aproximacao da regido ilimitada R.
Isto nos induz a escrever:

f(R) = &‘W+ (R,
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Integrais Improprias com Integrandos Infinitos

Definigao
(a) Se f € continua em [a, b) e 1in: f(x) = %o, definimos: .
m 3 __y=fm t=b
[ #x) dx = tim | 79 dx T W
t—»ph— Va
’ 0| i th X
se este limite existir.
(b) Se f ¢ continua em (a, b] e lim f(x) = == definimos: .
x—*a’ = \
O (b \ 4
' f(x) dx = lim f f(x) dx v
Ja t—at Jt
0 at 13 x

se este limite existir.
(c) Se f € continua para todo x € [a, b], exceto parax = ¢ € (a, b). e tem limites laterais infinitos em ¢, definimos:

[: f(x) dx = J: f(x) dx + 'Lb f(x) dx A

se ambas as integrais improprias f: f(x)dx e fc Z f(x)dx existirem.

A integral impropria f; f(x)dx é chamada convergente se o limite correspondente existir e divergente se o

limite ndo existir.

E importante observar que as integrais impréprias com integrandos infinitos tém a mesma notagao que as integrais
definidas. Na prética, sempre que nos deparamos com uma integral definida, devemos analisar a fungdo integrando para
verificar se ndo estamos diante de uma integral imprépria.

Exemplos:
1) Determine se a integral é convergente ou divergente.
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2) Calcule a integral:
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- 4 dx
3) Calcule, se possivel, a integral f 0 X=2




