Integrais Improprias

Integrais Impréprias com Limites de Integracio Infinitos
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Motivacao: Calcular a area da regido R que esta sob a curva y = —, acima do eixo X e a direita da reta x = 1.
X

Vocé poderia pensar que, como a regido tem extensdo infinita, sua area deve ser infinita. Mas vamos analisar
com mais cuidado:
A drea da parte da regiio R que estd a esquerda da reta x =t é:
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Observe que A; < 1 independente de quédo grande t seja escolhido.
Também observe que:
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Ay se aproxima de 1 quando t tende ao infinito, assim dizemos que a area da regido infinita é iguala 1 e
escrevemaos:
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Definimos assim a integral de f (ndo necessariamente uma funcdo positiva) sobre um intervalo infinito
como o limite das integrais sobre os intervalos finitos.



Definicao

o ¢ v
(a) Sefé continua para todo x = a, definimos j

f(x)dx = tlim Jf(x)dx se este limite existir.
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(b) Se f ¢ continua para todo x < b, definimos [

f(x)dx = tlim J f(x)dx se este limite existir.
- Tt

(c) f(x)dx =J‘a f(x) dx + fx f(x) dx

Se f € continua para todo x, definimos

-

se ambas as integrais improprias f_aoo f(x)dx e fa * f(x)dx existirem.

Neste caso, qualquer numero real a pode ser usado.

Exemplos:

1) Determine se a integral é convergente ou divergente.
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Observacdo:

'« 1 @ 1 3
J'] ?dx converge L . dx diverge

Geometricamente, isso quer dizer que, embora as curvas y = 1/x’ey = 1/x parecam muyjt

Sf.:melha.ntes para x > 0, a regido sob y = 1/x2 i direita de x = 1 (a regifio sombreada no
Figura 4) tem uma érea finita, enquanto a regido correspondente sob y = 1/x (na Figura 5;;
tem uma 4rea infinita. Observe que 1/x? e 1/x se aproximam de 0 quando x — ©, mas 1/x2

se aproxima r.nais répido de 0 que 1/x. Os valores de 1/x ndo diminuem rdpido o suficiente
para que sua integral tenha um valor finito.
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FIGURA 4 |7 (1/x?) dx converge FIGURA 5 [ (1/x) dx diverge
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Um teste de comparacio para integrais improprias

Algumas vezes ¢ impossivel encontrar o valor exato de uma integral imprdpria, mas ainda assim ¢ importante
saber se ela é convergente ou divergente. Nesses casos o teorema a seguir € Util, pois permite afirmar a
convergéncia ou divergéncia de uma integral comparando-a com outra.

Teorema: (Critério da comparagao)

Sejam fe g fungdes definidas em um intervalo 1, tais que 0 < g(x) < f(x) , para todo x € I, onde I ¢ um
intervalo da forma:

[a, b), (a, b], (a, b), [a, +0), (-0, b], (a, +0), (-0, b) ou (-o0, +0).

- Se a integral de fem I é convergente, entdo a integral de g em I é convergente;
- Se a integral de g em I ¢ divergente, entdo a integral de f em I é divergente.
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Observacio: -
- O critério da comparagdo também pode ser aplicado quando f e g sdo ambas ndo positivas f(x) < g(x) < 0.
- A hipétese de f e g serem ambas ndo negativas (ou nao positivas) € essencial. Se esta hipotese for
removida podemos ter problemas.



Exemplo: Usando o critério da comparagdo, verifique se a integral impropria converge ou diverge.
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