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MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

Matriz — definicao; operacoes; propriedades; aplicacoes.
z . M
O que € uma matriz ¢

Em matematica, uma matriz m x n € uma tabela de m
linhas e n colunas de simbolos ou valores definida como:
DEFINICAQO: Uma matriz (real) 4=| a, |é uma lista de nimeros
reais a; com indices duplos, onde I<i<m el < j=n,
representada como um quadro numerico com m linhas e n
colunas. a,; rre

m linhas )
a
a

Q31 B3z 35 --- 1.n
i Q5. 9oz Az - z.n
A — : : :ooTel i —_—
1 Tz Bz o0 Fmn IJ mxn
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* O par de numeros m e n é dito a dimensao da matriz.

« Usamos indices duplos para localizar os elementos de uma
matriz. Por exemplo: p,, = 2,3; q,, = 1/4; t3; = - 1,4.

 Qutras notacOes também sao usadas para representar uma
maitriz, como por exemplo:

Exemplos:
2 _15 5 1/4 /2"
P:{o 2,3} Q=|-1 31 T=| 25
0 2 -14
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Aplicacoes

v Imagens: A imagem que aparece na tela do computador,
por exemplo, € uma matriz com 600 linhas e 800 colunas ou
com 768 linhas e 1024 colunas, onde cada valor representa
um ponto colorido mostrado na tela, que chamamos de pixel.

v Algebra Linear: Resolucédo de sistemas lineares.

v Pesquisas: Armazenagem e manipulacédo de grande
guantidade da dados coletados em pesquisas estatisticas
(planilhas eletronicas).
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Tipos Especiais de Matrizes

Seja a matrizD =[d.

ij ]mxn

% Matriz guadrada: numero de linhas € igual ao numero de colunas;
'8 9 31

1 3
A= B=|5 4 2

7 1 2] O 0O
< Matriz nula: a; =0, paratodoiej[0,,];/0 O O

% Matriz coluna: possui uma unica coluna independente
do nimero de linhas (n = 1);

C=0
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Tipos Especiais de Matrizes

¢ Matriz linha: possui uma unica linha independente do numero de
colunas, chamada também de vetor (m = 1);

B=[11 28 -14 12]

o matriz quadrada onde a; = 0, para i # j;
2 0 0] 1 0
0 3 0 0o 4
0 0 5| 3

7/

*» Matriz identidade: matriz quadrada em que
g;=1,parai=jeq;=0,parai#]j I—F 0} ; Lo
2 3

(um caso particular de uma matriz diagonal);
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Tipos Especiais de Matrizes

s Matriz triangular superior: matriz quadrada onde

TODOS os elementos abaixo da diagonal principal séo

nulos; ou seja, m=nep; =0, parai>j;

s Matriz triangula inferior: matriz quadrada onde

TODOS os elementos acima da diagonal principal

sao nulos; ou seja, m=ne p; =0, parai<j;

% Matriz simeétrica: uma matriz sera

simétrica se coincidir com a sua

transposta, ou seja, p; = p;.

2 3
A=[3 4
5 8

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Definicao: Duas matrizes C e D sao ditas iguais se tém a

mesma dimensao e se seus elementos correspondentes sao

iguais, ou seja, ¢; = dj.

Exemplo: Determine os valores de X, y e z para que as

X+y 2z+t e[E 7
x—-y z-t 1 5

matrizes { } sejam iguais.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 7
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Transposta

Seja P uma matriz m x n. Sua transposta sera a matriz PT de
ordem n x m.
Exemplo: Encontre a matriz transposta das matrizes:

i (3/4 -2
1 _
a)B = A pyb=| 1 O c)Pz{ }
: 3/2 -3 2 3

Propriedades: Sejam P e Q matrizes. Desde gue sejam
possiveis as operacoes, temos:

a)(P+Q)'=P"+Qf c)(P)'=P

b) (PQ)T=Q'PT d) (kP)" = kPT, com k escalar

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 8
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Sejam 4= |:ﬂ{',-':‘ e b= [b{_-,.-] duas matrizes de mesma dimensao,
ISto €, matrizes m x n. Asoma de A e B (representada por
A+B) é a matriz obtida pela adicao dos elementos
correspondentes de A e B:

a,+b, a,+b, --- a,tb,
A+ B = ay; ‘_"5’21 % ‘_"bzz a,, ‘_"E’zn
_am‘l +bm1 a, - —I_bmi o 4y, +‘bmn_

Exemplo: Determine P + B, se existir, sendo P,,, e B,;,, , onde
(py)=1+] e (by=4i+].

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 9
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Matriz Oposta

A matriz oposta de uma matriz C € representada por — C e quando
somamos a matriz C com a sua oposta, — C, obtemos uma matriz nula.

. . 3 -5 1
Exemplo: Encontre a matriz oposta da matriz C = { } :

Subtracao entre duas matrizes, representada por C — D, € a soma da
matriz C com a oposta da matriz D, ou seja,

C-D=C+(-D) 5 1]
Exemplo: CalcueC—DeD-Csabendoque C=| O 5| e
3/4 -2 1/2 0 |
D=| 1 0
3/2 -3

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 10
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Propriedades da soma e subtracao

Obs: Pela forma com que foi definida, a soma de matrizes tem
as mesmas propriedades da soma de numeros reais.

Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem
mxn, temos:

» A+ B =B + A (comutativa)
»A+(B+C)=(A+B)+ C (Associativa)
»A+0=A,onde 0éamatriz nulamxn.
> A+ (-A) =0, onde 0 € a matriz nula m x n.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 11
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Produto de uma matriz por um escalar

O produto de uma matriz A por um escalar k,

representado por k . A, € uma matriz obtida multiplicando cada
elemento da matriz A pelo escalar k.

' ka,, ka, - Kka,, |
ka ka .-« Ka
kA — I:kajj:l — :21 :22 ‘ -2}'1
_kam’l kamE o ka

mrn _|

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 12
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Exemplo: Dados B = [b;];,, € D = [d;]34, , Onde b; = 2 — 3j2
e d; = — 3i +]. Determine:
a) 3B - 2D b) (1/3)D - B

Propriedades: Dadas as matrizes A e B de mesma ordem
m X n € oS numeros k e k', temos:

> k(A + B) = kA + kB
» (KK)A =Kk (K'A)

» (k+ K)A=kA+ KA
» 0A=0

mxn

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 13
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Produto de matrizes

Sejam 4= a; | e B=[5, | matrizes tais que o nimero da colunas

eB..O

de A € igual ao numero de linhas de B, ou seja, A, oxn

produto AB é a matriz C_,,, cujo elemento ij & obtido pela

multiplicacao de cada linha da matriz A por cada coluna da

matrlz B- S T I5“‘.!'3' b‘l1 b‘lj b1n i1 0 Gy
a” afp . . . . _ . Gf,u‘
8, 8, | _bm SUR - 'bpn_ Gy v Cop |

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 14
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Resumindo: A Multiplicacao de duas matrizes e definida

apenas se o numero de colunas da matriz da esquerda é igual

4 1
3

2 3,4
2 5
0 0
'3 -1

5x3

4 -3]
1 0
0 1

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Exemplo: Determine, se possivel, PQ, sendo:

1 - 3 5 6
a)P{z 3} eQ{o ~1/4 —4}

(—1/3]
b)P=[9 -5/4] e Q=| 2
| _1 ]
-1/3
C)P=[-4 1/2 7] e Q=] 2
-1

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 16
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Problema:

Durante a 12 fase da Copa do Mundo de 1998 (Franca), o grupo

do Brasil era formado também pela escocia, Marrocos e

Noruega. Os resultados estao registrados abaixo em uma matriz

A, de ordem 4 x 3.

2 0 1]
0 1 2
Logo: A=
111
12 0

Pais Vitéria Empate | Derrota
Brasil 2 0 1
Escocia 0 1 2
Marrocos |1 1 1
Noruega 1 2 0

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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A pontuacao pode ser descrita pela matriz B, de ordem 3 x 1.

Numero de Pontos

Vitoria 3

Empate 1

Derrota 0
3 6

Entdo: B=|1 Logo: AB = Al,

0
g 5

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 18
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» Considerando que as multiplicacdes sao possiveis, assinale V
ou F para cada uma das sentencas abaixo, justificando a
resposta.

( )AB =BA ( ) Se AC =BC, entao A=B?
( )SeAB=0,entaoA=00ouB =07

Propriedades: Sejam A, B e C matrizes. Desde que sejam
possiveis as operacoes, temos:

v (AB)C = A(BC)

v k(AB) = (kA)B = A(kB)

v AB+ C)=AB +AC

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 19
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Definicao: Dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se X é
uma matriz tal que AX =1, e XA =1, entdao X & denominada
matriz inversa de A e é indicada por A-Ll. Quando existe a
matriz inversa de A, dizemos gue A € uma matriz inversivel ou
nao singular.

Exemplo: Verifigue se existe e, em caso afirmativo, determine a

o 5 8
matriz inversa de A = L 3} .

Exemplo: Determine a inversa das seguintes matrizes:

N A—F 4] 1 0 0

b) B=|1 3 1
1 0

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 1 2 0 20
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Determinantes

Quando nos referimos ao determinante, no referimos

ao numero associado a uma matriz quadrada A = [aij].

Ou seja: detA ou det [ai]

Veremos a seguir métodos de resolver determinantes.

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini Z1
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Determinantes

DETERMINANTE DE UMA MATRIZ DE 22 ORDEM

O determinante de uma matriz quadrada A de ordem 2

e indicado por a. a,
detA=| X e & obtido pela expresséao &,,.8,, —&8,;.85,
dyy  dyp| ™
- +
Exemplo: Calcule o determinante da matriz: (3 _3)
A= |
1 5)

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 22
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Determinantes

DETERMINANTE DE UMA MATRIZ DE 32 ORDEM - Regra
de Sarrus

Podemos obter o determinante de M 9 A

A=lay ayp ap
uma matriz quadrada de ordem 3 utilizando

a3 dp dy
a regra pratica de Sarrus.
N
dEt’q—aﬂ E’E)<23 58| = an.8y Az +ay 3 85 +ar Ay Ay —ar; Ay A3 —an.dp Ay —an Ay Ay
331/5'32 5'33%331 a3,
¥ ¥ ¥ W Ty A
- - - + o+ o+
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Determinantes

(-1 2 3
Exemplo: Calcule o determinante da matriz. A=| 0 1 4|
-2 -3 5)

COFATOR
Dada uma matriz A = (aij) , quadrada de ordem n,

denominamos cofator de aij ao produto de (1)~ pelo
determinante Dij obtido quando se retira de A a i-ésima linha
e a jJ-ésima coluna.

O cofator de sera indicado por Cij.

Entdo: C, =(-1)"'D,

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 44
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Determinantes
ay ap ay |
Assim, se considerarmos A=|a, ay a; €mMoS que:

dy dyp dy)

dpp  dn
diyp  an

GE‘E _ [_ 1]E+3-DE.3 — (_1]2+3_

Gy = (_1]1+1 Dy= (—1]1+1-

diyp  dq)

dy  d3

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 4D
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Determinantes
O Teorema de Laplace consiste em escolher uma das
filas (linha ou coluna) da matriz e somar os produtos dos

elementos dessa fila pelos seus respectivos cofatores.
dy1  ap 3.3‘]
Veja como calcular o determinante da matriz A=|a;;, ay; axn | pela 12 linha:

a8y dayp day)

0 l@ Er
detA=a,; Cy +ay Cyy +a5 Cy onde: Co = (1) 72 “Z|=1. (ay an —an ay)
dyp 4y
ion 32 8m
Cop = (=) "2 )= (1), (ay.an - ap.ay)
43 amn

43 [@n ap
=(-1)"". =1. (3.3 — 3y a3
( ) ay ay (2 B i ,:-}' Lo
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Determinantes
O determinante da matriz A pode ser desenvolvido

segundo os elementos de qualquer linha ou de qualquer

coluna que o resultado sera 0 mesmo.

O teorema de Laplace pode ser usado, também, para

0 calculo de determinante de ordem maior que 3.

Exemplo: Calcule o determinante da matriz: -2 3 1 7
sl =2 2 1

3 —4 & i |

1 0 2 -1

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Determinantes

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

12 Propriedade
Se todos o0s elementos de uma linha ou coluna forem

nulos, seu determinante é zero.

. {6 5 _9
detM=0 3 —1|=0 dE”“’:E E E —1_g
005 9
4 _9 6

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 48
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PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

22 Propriedade
Se 2 linhas (ou 2 colunas) forem iguais ou proporcionais,

seu determinante é zero.

4 2 4 ;
detA=1-1 3 —1=0 detEﬁ:‘ﬁ 15‘=D
6 9 6

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 49
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Determinantes

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

32 Propriedade
Se uma linha (ou coluna) for combinacao linear de

outras linhas (ou colunas), seu determinante € zero.

2 1 -4
detA=-2 3 1|=0 Observequeal;=L,+L, 0u
0 4 _3 seja, a 32 linha é combinacao

linear da 12 com a 22 linha.

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 3V
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Determinantes

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

8o 4 -3

b=z 2 =270 opserve queaC, =2.C, + C,

-7 -1 -5 LT
(combinacao linear).
42 Propriedade ‘19
Exemplo: A= |
O determinante de uma matriz S 4)

é igual ao de sua transposta.

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 31
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Determinantes

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

52 Propriedade
Se todos os elementos de uma matriz quadrada situados

de um mesmo lado da diagonal principal forem nulos. o

determinante da matriz sera igual ao g j _j g
produto dos elementos dessa diagonal. detN = 00 5 2
Exemplo: 00 0 1

Frora. vie. damadnta >dntos aa vara vanini 34
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