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Espacos Vetoriais

Neste item Iiremos estender o conceito de vetor
extraindo as propriedades mais importantes dos vetores
usuais e transformando-as em axiomas. Assim, quando um
conjunto de objetos satisfizer estes axiomas, estes objetos
automaticamente tém as mais importantes propriedades dos
vetores usuais, o que torna razoavel considerar estes novos

objetos como novos tipos de vetores.
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Espacos Vetoriais

Sabe-se que o conjunto: R*={(x,y)/x,y ER} &
Interpretado geometricamente como sendo o0 plano
cartesiano. Um par (X,y) pode ser expresso como um ponto e,
neste caso, X e y sdo as coordenadas deste ponto, ou pode
Ser expresso como um vetor e, neste caso, X € y S&0 as

componentes (ou coordenadas) deste vetor.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 2
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Espacos Vetorials

Esta mesma ideia, em relacao ao plano, estende-se
para o espaco tridimensional que € a interpretacao
geométrica do conjunto R*. Embora se perca a visdo
geometrica com dimensao acima de 3, e possivel estender
esta idéia a espacos como R* R>,... ,R™ . Assim, quadruplas
de nimeros (xy,x,x3,X,) podem ser vistas como pontos ou

vetores no espaco R*, de quarta dimensao.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 3
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Espacos Vetoriais

A quintupla (2,-1,3,5,4) sera interpretada como um
ponto ou um vetor no espaco R, de dimens&o cinco.
Portanto, o espaco de dimensao n (ou espaco n-dimensional)
sera constituido pelo conjunto de todas as n-uplas ordenadas

e representado por R™, isto é:
R™ = {(xq,x5, ..., Xx,,), X; €E R}

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 4
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Espacos Vetoriais

A maneira de se trabalhar nestes espacos, de
dimens&o superior a trés, é idéntica aquela vista em R* e em

R*. Por exemplo, se: u = (xy, %y, ..., x,) € V= (Y1, V2, e, Vo)

sdo vetores no R™ e a@ um escalar, define-se:

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Espacos Vetorials

a) Igualdade: u = v se,esomentese,x; =V, Xo = Vo, eeee , Xy, = Yy
b) Adicio: u+v = (x; + Y1, X9+ Vorwerer Xy + Vi)
¢) Multiplicacdo por um Escalar: au = (ax,, ax,,....,ax,)

d) Produto Escalar: u.v = (x1.y1 + X5. V9 + oo, + X0 V)

¢) Modulo: |u| = Vu,u = \/xl‘j‘ + X%+ e+ X,

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 6
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Espacos Vetoriais

Definicao: (Definicado de Espaco Vetorial) Seja um

conjunto V nao vazio qualquer de objetos, no qual estao
definidas as operacOes de adicao e multiplicacao por um

escalar, isto é: .
1) Vuev e V;ut+v € V;

N VaoeR VueV,oaueV

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 7
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Espacos Vetorials

O conjunto V com essas duas operacdes € chamado

ESPACO VETORIAL REAL e seus objetos sao denominados

vetores, se forem verificados 0s seguintes axiomas:

A) Em relaciao a adicao:
A)(u+v)y+tw=u+(v+w) YuveweV Associativa

A)yu+tv=v+u YVuveV Comutativa

A3;)dJ0eV:;VueV u+0=u Existéncia do elemento neutro na adi¢cao

AdVYueV dJu eV, u+(-u)=0 Existéncia do elemento inverso

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini
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Espacos Vetorials

M) Em relacio a multiplicacio por escalar:

M;) a(u+v)=au+av distribui¢do da multiplicagdo em relacao a adicio
M) (a+b)v=av+bv distribuicdo da adi¢do em relagdo a multiplicacio
Ms) (a.b).v= a(b.v), associativa

My) lv=v,veV elemento neutro da multiplicagao

paraVu,v €V eVab €R

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 9
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Espacos Vetorials
Observacoes:

(1) Os elementos do espaco vetorial V sao chamados
vetores, independente de sua natureza. Pode parecer
estranho, e a primeira vista nao deixa de ser, o fato de se

chamar de vetores os polinomios (quando V for constituido

de polinbmios), as matrizes (quando V for constituido de

matrizes), os numeros (quando V for um conjunto numerico),

e assim por diante.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 10
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Espacos Vetorials

A justificativa esta no fato de as operacoes de adicao e
multiplicacao por escalar realizadas com estes elementos de
natureza tao distinta se comportarem de forma idéntica, como
se estivéssemos trabalhando com os préprios vetores em R?
e R3. Assim a familiaridade que temos com o0s vetores do R?
e R3 tera continuidade nestes conjuntos, chamando seus

elementos também de vetores.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 11
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Espacos Vetoriais

(i) Se na definicao anterior tivéessemos tomado para
escalares o conjunto C dos numeros complexos, V seria um
espaco vetorial complexo. Daqui por diante, serao

considerados somente espacos vetoriais reais.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 12
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Espacos Vetorials

Exemplos de Espacos Vetoriais:

Os seguintes exemplos ilustram a variedade de
espacos vetoriais possiveis. Em cada exemplo, n0s vamos
especificar um conjunto nao vazio V e duas operacoes: a
adicao e a multiplicacao por um escalar; em seguida vamos
verificar que os 8 axiomas de espaco vetorial estao
satisfeitos, com isto habilitando V, com as operacoes dadas,
a ser chamado de espaco vetorial.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 13
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Espacos Vetorials

Exemplos de Espacos Vetoriais:

v O conjunto dos nimeros reais em relacao as operacoes
usuais de adicao e multiplicacéo por um escalar € um espaco
vetorial.

v'Os conjuntos R?, R3, R* R>,... ,R™ , com as operacdes usuais
de adicdo e multiplicacdo por um escalar € um espaco

vetorial.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 14
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Espacos Vetorials

Exemplos de Espacos Vetoriais:
v Conjunto M(m,n) das matrizes m x n com as operacodes de

adicao e multiplicacéo por um escalar € um espaco vetorial

v O conjunto B, = {ag + a;x + a,x* + -+ a,x", a; € R} dOS
polinbmios com coeficientes reais de grau < n, mais o
polindbmio nulo, em relacao as operacdes usuais de adicao de
polindmios e multiplicacdo por um escalar € um espaco

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 15
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Espacos Vetorials

Exemplos:
1) Verifigue se o conjunto vV = {(x,y)/x,y € R} € um espaco

vetorial com as operacoes de adicao e multiplicacao por um

escalar usuais.

2) Verifique se o conjunto v = {(x,x + 3)/x € R} € um espaco
vetorial com as operacOes de adicao e multiplicacao por um

escalar usuals Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 16
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Subespacos Vetoriais

Definicao: Um subconjunto S de um espaco vetorial V é

chamado um subespaco vetorial de V se S € um espaco
vetorial em relacao as operacoes de adicao e multiplicacéo

por um escalar definidas em V.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 17
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Subespacos Vetorials

Em geral, nds devemos verificar os oito axiomas do

espaco vetorial para mostrar gue um conjunto S forma um

espaco vetorial com uma adicao e uma multiplicacao por um

escalar. No entanto, se S € parte de um conjunto maior V que

ja e sabido ser um espaco vetorial, entdo alguns axiomas nao

precisam ser conferidos para S, pois eles sao “herdados” de
V.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 18
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Subespacos Vetoriais

Por exemplo: Nao ha necessidade de conferirque u+v =v + u

(Axioma A2) para S, pois se isto vale para todos os vetores de V

gue valem também para todos os vetores de S. Outros axiomas
herdados por S de Vsdaoo A, M, M,, M, e M,. Assim, para

mostrar que um conjunto S € um de V, nos

somente precisamos verificar os dois axiomas principais (i) e (i)

apresentados no teorema descrito a seguir e 0s axiomas A,

(elemento neutro) e A, (elemento, INVers)... 19
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Subespacos Vetoriais

Teorema :

Um subconjunto S, nao-vazio, de um espaco vetorial
V, € um subespaco de V se estiverem satisfeitas as
condicoes:
() Para quaisquer u, v € S, tem-se: u+vesS

(i) Para quaisquer a € R,u € S,tem-se: a.u € S

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 20
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Subespacos Vetoriais

Sendo estas duas condicoes validas em S, 0s oito

axiomas do espaco vetorial tambéem se verificam em S, ou

seja, considere u e v vetores quaisquer de S observe que A,

A,, M, M,, M3, M, séo verificados em S pelo fato de S ser

um de V.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 21
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Subespacos Vetoriais

A partir do teorema também é possivel verificar os

axiomas A; e A,. Observe que se a condicéo (i), a.u € S, é

valida para todo a € R, fazendo a = 0, temos que O.u € S, ou
seja 0 € S, (axioma A;); fazendo a = - 1, seqgue (-1).u=-u €S

(axioma A,).

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 22
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Subespacos Vetoriais

Observacoes:

Todo espaco vetorial de V admite pelo menos dois

subespacos: o conjunto {0}, chamado de subespaco zero ou

subespaco nulo, e o proprio espaco vetorial V. Estes dois sao

0S subespacos triviais de V. Os demais subespacos sao

denominados subespacos proprios de V.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 23
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Subespacos Vetoriais

Por exemplo:

Os subespacos triviais de R3 séo {(0, 0, 0)} e o préprio

R3. Os subespacos proprios de R3 sdo as retas e os planos

gue passam pela origem.

Para V = R?, os subespacos triviais sao: {(0, 0)} e R?,

enguanto 0s subespacos proprios sao as retas que passam

pE|a Orlgem Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 24
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Subespacos Vetoriais

Exemplo:

Verificar se S € um subespaco vetorial de V:
a) V=R*e S={(x,v) € R*/y = 2x}
D) V=R e S ={(x,4— 2x);x € R}
C)V=R*eS={,|x|);x €R}

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 25
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Combinacao Linear

Uma das caracteristicas mais importantes de um

espaco vetorial V é a obtencédo de outros vetores a partir de
vetores dados.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 26
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Combinacao Linear

Definicdo: Sejam os vetores vi, vz, ..., vn do espaco vetorial
V e os escalares ai, az, ... , an. Entao, qualquer vetor v € V da
forma
V=a.vy +a,v, + -+ a,vy

e uma combinacao linear dos vetores vi, vz, ..., Vn.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 27
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Combinacao Linear

Exemplo: Para as seguintes situacfes, consideremos, no R3,

0S seguintes vetores: vi=(1,-3,2) e v2 = (2,4,-1).

a) Escrever o vetor v = (-4,-18,7) como combinacao linear de
Vi e V.

b) Mostrar que o vetor v = (4,3,-6) nao é combinacao linear
dos vetores vi e va.

c) Determinar o valor de k para que o vetor u = (-1,k,-7) seja
combinacao linear de vi1 e va.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 28



