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Subespacos Gerados

Seja V um espaco vetorial. Consideremos um
subconjunto A={v1, v2, ..., vn}c V,A# ®. O conjunto S de
todos os vetores de V que sao combinacoes lineares de Aem

V, € um subespaco vetorial de V. De fato, pois se

u=a,v; +a,v, +-+a,vu, e v=>bv, +b,v, +---+b,u,
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sao dois vetores gquaisquer de S, pode-se escrever gue

u+v=_~a+b)vy+(a,+ by)v, +---+ (a, + by)v, e

au = (aa)v, + (aa,)v, + -+ (aay) v,

Tendoemyvistague u+VveES egue a.u €S, por serem
combinacoes lineares de v,, v,, ..., v, conclui-se que S € um

subespaco vetorial de V. Simbolicamente, o subespaco S é
S={veV/v=avi+tavz+..+agvn ai, ..., an € R}
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Observacoes:
1) O subespaco S é chamado subespaco gerado pelos

vetores vy, V,, ..., V,, ou gerado pelo conjunto A, e representa-

se 0 mesmo da seguinte forma:
S=lv,vy...,v] ou S=G(A), onde A= {v,v,,..,0,}

Os vetores vy, V,, ..., V,Sao chamados geradores do
subespaco S, enquanto A é o conjunto gerador de S.
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2) Todo conjunto A c V gera um subespaco vetorial de V,

podendo ocorrer G(A) = V. Neste caso, A € um conjunto

gerador de V.

3) Sendo v = (X,y,z) se o sistema de equacoes lineares

resultante da combinacao linear nao for consistente, isto &,

nao tiver solucao, entao o vetor v nao pode ser escrito como

combinacao linear, logo nao gera um espaco.
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Exemplos:

1) Os vetoresi=(1,0) e j=(0,1) geram o espaco vetorial R?,
pois qualquer (x,y) € R? é combinacéo linear de i e j. Ou
seja, [i,]]=R=

2) Os vetoresi=(1,0,0),j=(0,1,0) do R3 geram o subespaco
S ={(x,y,0) € R3/ x, y € R}, pois: (x,y,0) = x(1,0,0) +y(0,1,0).
Entdo: [i,]j]=S é um subespaco proprio do R® e

representa, geometricamente o plano xOy.
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Exemplos:

3) Os vetores e1=(1,0,0), e2=(0,1,0), e3=(0,0,1) geram o
espaco vetorial R3, pois qualquer (X,y,z) € R® é combinacao

linear de e1,e2,es. Ou seja, [e1,e2,e3] = R3

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 6



fwmeme Engenharia Civil e %
Engenharia Mecanica %%

Subespacos Gerados

Exemplos:

1) Mostrar que os vetores A={(3,1), (5, 2)} gera o R?.
2) SejamV = M(2,2) e o subconjunto 4 = {[_1 2] [3 _1]}
’ —2 311 1

Determinar o subespaco G(A).
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Exemplos:

3) Mostrar que os vetoresu=(1,2,3),v=(0,1,2) e
w = (0, 0, 1) geram R3.

4) Encontrar condicoes sobre a, b e ¢ de modo que
(a, b, ¢) € R pertenca ao subespaco gerado por u = (2, 1, 0),
v=(1,-1,2) e w=(0, 3, -4).
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Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao: Sejam V um espaco vetorial e os vetores
A={v1,v2,...,vn} ¢ V. Dizemos que o conjunto {vi,v2,...,vn} é

linearmente independente (LI), ou que os vetores vi,vz,...,Vn

sdo LI, se aequacdo |avitaxv,+--+a,v, =0

admite apenas a solucao trivial, ou seja, a;, =a, =a, =0. NO
caso de existirem solucoes ai # 0 dizemos que A é

linearmente dependente (LD), ou que os vetores vi,Vv2,...,Vn
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Vetores linearmente dependentes (LD) podem ser

caracterizados de outra maneira.

Teorema: {vi,vz,...,vn} € LD se, e somente se, um destes
vetores for uma combinacao linear dos outros.

Exemplo:

Sejam os vetores v, = (2, -1, 3),v,=(-1,0,-2) ev;=(2, -3, 1)

analise se sao LI ou LD.
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Exemplo: Analise se os vetores séo LI ou LD, onde v, = (2,0)

e v, = (0,5).

Observacgoes:

» Os vetores sao linearmente dependentes se, e somente se, um deles
é combinacao linear dos outros, ou seja, 0s vetores sao colineares entre
Sl.

= Se dois vetores vi1,v2,...,vn S&0 iguais, digamos v1 = v2 , entao 0s
vetores sao dependentes. Pois vi - v2 =0.

» Dois vetores vi e v2 sdo dependentes se, e somente se, um deles é
multiplo do outro.
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Propriedades da Dependéncia e Independéncia Linear:
Seja V um espaco vetorial entao
)SeA={vlicVev#0entaoAéLl

Il) Se um conjunto A ¢ V contém o vetor nulo, entao A e LD.

IIl) Se uma parte de um conjunto Ac V e LD, entao A é também LD.
IV) Se uma parte de um conjunto Ac V é LI, qualquer parte A, de A

e também LI.
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial
Base
Definicdo: Um conjunto B = {vi1,v2,...,vn} c V € uma base do

espaco vetorial V se ) B é LI
Il) B gera V

Teorema: Se B = {vi,v2,...,vn} € uma base de um espaco
vetorial V, entao cada vetor de V pode ser expresso da forma

v=a,v +av; + 1+ a,v, de uma Unica maneira.
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial

Exemplo: Verificar se B ={(1,1), (-1,0)} é base de R?.

Dimensao
Corolario: Qualguer base de um espaco vetorial tem sempre
0 mesmo numero de elementos. Este numero é chamado

dimensao de V, e denotado por
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial
Exemplos:
1. dim R? = 2, pois toda base do R? tem dois vetores.
2.dimR"=n
3.dim M(2,2) = 4
4. dim M(m,n) =m xn

5. dim {0} = 0
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial
Observagoes:

Seja V um espaco vetorial talgue dimV =n. Se S é
um subespaco de V, entao a dimensao de S < n. No caso da
dim S = n, tem-se que S = V. Para permitir uma interpretacao
geomeétrica, consideramos 0 espaco tridimensional R3, onde

a dimenséao de qualquer subespaco do R s6 poderéa ser 0, 1,
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial

Portanto, temos 0s sequintes casos:

) dimS =0, entao S = {0} € a origem.
II) dimS =1, entdao S € uma reta que passa pela origem.
1) dim S =2, entao S € um plano que passa pela origem.

V) dim S = 3, entdo S é o proprio R3.
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial

Uma forma pratica para determinar a dimenséao de um

espaco vetorial € verificar o numero de variaveis livres de

seu vetor genérico. Esse numero é a dimenséao do espaco.
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Base e Dimensao de um Espaco
vetorial

Teorema: Dada uma base 8 = {vi1,v2,...,vn} de V, cada vetor
de V é escrito de maneira Unica como combinacéo linear de
V1,V2,...,vn.

Exemplos: Determinar a dimensao e uma base do espaco

vetorial S ={(x,y,z) ER*/2x+ y+ z = 0}
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