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Espacos Vetoriais com Produto
Interno

Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno
sobre V € uma funcao que a cada par de vetores, u e v,
associa um numero real, denotado por <u,v>ou u.v,

satisfazendo 0s seguintes axiomas:
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Espacos Vetorials com Produto
Interno

i) ueu=0 e ueu=0 se u=0 [Axioma de positividade]
ii) (cat)®v = a(uev) para todo a. real [Axioma de homogeneidade]
111) 2z ® (1; + w) —uUev+uew [Axioma de aditividade]
V) uev=vey [Axioma de simetria]
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Espacos Vetoriais com Produto
Interno

Um espaco vetorial real com um produto interno é
chamado espaco com produto interno real.

Sendo u = (x1,y1) e v = (X2,y2) definimos o produto

escalar do R? da seguinte forma: u.v = x1. X2 + y1.y2

Analogamente define-se o produto escalar do R3, R4, ..., R".
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Espacos Vetoriais com Produto
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Vetores Ortogonais:

Seja V um espaco vetorial euclidiano (€ um espaco
vetorial real, de dimenséao finita, no qual esta definido um
produto interno). Diz-se que dois vetores u e v Sao ortogonais

Se, € somente Se, (u 11;) =0, ou Sejﬂ u |l v
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Seja V = R? um espaco vetorial euclidiano em relacéo

a0 produto interno |(x,.y,)e (x,.y,)=xx, + y,7,|- EM relagéo a

este produto interno, os vetores (-3,4) e (4,3) sao ortogonais,
pois: u.v=-3.(4) + (4).(3) =0
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Interno
Conjunto ortogonal de Vetores:

Seja V um espaco vetorial euclidiano. Diz-se que um
conjunto de vetores {vi,v2,v3,...,vn } C V é ortogonal se dois
vetores quaisquer, distintos, sao ortogonais, isto &, vi.vj=0
para i # j. Por exemplo, o conjunto {(1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)}
é ortogonal em relacao ao produto interno usual, pois 0s

vetores deste conjunto sao ortogonais dois a dois.
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leorema

Um conjunto ortogonal de vetores nao nulos
A ={vi,v2,v3,...,vn } € linearmente independente (LI).
Observacao: a reciproca deste teorema néo é verdadeira, ou
seja, se 0 conjunto B e LI, isso nao significa que B &
ortogonal. Por exemplo, € um conjunto de vetores LI, mas B

nao € um COﬂjUﬂtO ortogonal.
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Interno

Base Ortogonal

Diz-se que uma base {vi,v2,v3,...,vn } de V é ortogonal
Se 0S seus vetores sao dois a dois ortogonais. Logo o
conjunto B ={(1,2,-3), (3,0,1), (1,-5,-3)} € uma base

ortogonal do R3.
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Espacos Vetorials com Produto
Interno
Base Ortonormal
Uma base B = {v1,v2,v3,...,vn } de um espaco vetorial
euclidiano V é ortonormal se B é ortogonal e todos 0s seus
vetores sao unitarios.

Exemplo:

Verifique se g :{[ﬁjl}{ljﬁ]} é uma base ortonormal do
2 2| 272
R2.
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Observacéao

Ja vimos que se v € um vetor nao nulo, o vetor é

unitario > . Diz-se, nesse caso, que v esta normalizado. O

v |
processo que transforma v em |"_| chama-se normalizacao
.
de v.

Assim, uma base ortonormal sempre pode ser obtida

de uma base ortogonal normalizando cada vetor.
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Exemplo:

A base B = {vi,v2,v3,...,vn }, sendo vi1 = (1,1,1),
v2 =(-2,1,1) e v3s = (0,-1,1) € ortogonal em relac&o ao produto
iInterno usual. Normalizando cada vetor obtemos uma base

ortonormal do R3. Determinar esta base ortonormal.
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Espacos Vetorials com Produto
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Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt
Dado um espaco vetorial euclidiano V e uma base
qualquer B = {v1,v2,vs,...,vn } desse espaco, € possivel, a partir

dessa base, determinar uma base ortogonal de V.
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Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

De fato, supondo que {v1i,v2,v3,...,vn } NA0 Sa0
ortogonais e, considerando que wi = vi, determinamos o

valor de a de modo gue o vetor w2 = v2 — a.w1 Seja ortogonal

a wi, ou seja:
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Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

w,ew, =0
(v, —ow,)ew, =0
v, ew, —a(w, ew )=10

v, e W,

o =
W, & W,

v, e W
H — 2 1 -
w; ® W,
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Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Assim w1 e w2 sao ortogonais.
Analogamente determina-se w3 onde

V., ®W 1V, W
. o4y 3 2 e 3 L

onde wi, w2 e w3 Sao ortogonais.
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Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt
O processo que permite a determinacao de uma base
ortogonal a partir de uma base qualquer chama-se processo
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.
Para se obter uma base ortonormal, basta normalizar
W

cada wi, fazendo v, g i| .
Wri
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Exemplo:

Sejamvi1=(1,1,1),v2=(0,1,1) e v3 = (0,0,1) vetores
do R3. Esses vetores constituem uma base
B = {vi1,v2,v3,...,vn } N0 ortogonal em relacao ao produto
Interno usual. Obtenha a partir de B uma base

B’ = {w1,w2,w3} que seja ortonormal.
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