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INTRODUCAO

v' Diz-se que um sistema sofre vibracdo livre quando oscila somente sob uma
perturbacao inicial, sem a acao de nenhuma forca apos essa perturbacao inicial.

v As oscilacdes do péndulo de um reldégio de arméario, o0 movimento oscilatério vertical
gue um ciclista sente apos bater contra um buraco da estrada e o0 movimento de uma
crianca em um balanco apos o empurrao inicial representam alguns exemplos de
vibracao livre.
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Para o estudo de sistemas de vibracao € usada a segunda lei do movimento de Newton
para obter a equacao do movimento.

A segunda lei do movimento de Newton pode ser enunciada como:

A taxa de variacao do momento linear € igual a forca que age sobre a massa ou

corpo.
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

O procedimento pode ser resumido da seguinte maneira:

1.

Selecione uma coordenada adequada para descrever a posicao da massa no

sistema.

Determine a configuracao de equilibrio estatico do sistema e meca o deslocamento
da massa em relacéo a sua posicao de equilibrio.

Desenhe o diagrama de corpo livre da massa quando submetida a um deslocamento

positivo e a uma velocidade.
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Apligue a segunda lei do movimento a massa mostrada no diagrama de corpt
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Assim, se a massa m for deslocada por uma distancia x(t) quando uma forca resultante

F(t) agir sobre ela na mesma direcao, a segunda lei do movimento resulta em:

5 d dx
Fle) = a(’" );(tt))

Se a massa m for constante, essa equacao se reduz a:
F(t) = mx (2.1)

5 ~ PUBLICA
Sendo x a aceleracao da massa. I
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

A equacao (2.1) pode ser enunciada em palavras como:

Forca resultante sobre a massa = Massa X Aceleracao

Para um corpo rigido sujeito a movimento rotacional, a lei de Newton resulta em:
M(t) = J6 (2.2)

Onde M é o0 momento resultante que age sobre o corpo, e o0 6 € o deslocamentoangular
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e 0 é a aceleracao angular.
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Procedimento aplicado ao sistema nao amortecido com um grau de liberdade mostrado

na Figura 2.1 (a).
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.. EDUCACAO
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Considere o sistema mostrado na Figura 2.7 (a).

A

Em repouso a massa estara em equilibrio estatico. Nessa
k Io + 8, posicao, o comprimento da mola é [, + &5, onde &, € a
kﬁ‘l ~ 4 [} °
| deflexao estatica - o alongamento devido ao peso W da
() Y T
l massa m.
i i
1 W=mg = kose (2.9) st

W = mg
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

k(®, + x)

Se a massa sofrer uma deflexao até uma distancia +x em relacao a sua posicao 4

de equilibrio estatico, entdo a forca da mola & —k(x + 6 ).

Y
w
(c)
A aplicacao da 2? lei do movimento de Newton a massa m da:
Posigio de equilibrio

estatico mx = _k(x + 551:) + W

o o e e e e ok = POgiCHO final
Sendo W = kd,;, obtemos:

.*_ .\.
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

A solucao da equacao mx + kx = 0 pode ser encontrada admitindo-se que:
x(t) = Ce®t (2.11)
Onde C e s sao constantes a determinar. A substituicdo da Equacao (2.11) na Equacao
(2.3) da:
Cims?+k)=0
Como C nao pode ser zero, temos:

ms? + k = 0 (2.12)
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Temos duas raizes para s:

Sendo i = (—1)Y% e

w, € a frequéncia natural do SiStema.a sut-rio-grandense | campus Passo Fundo



VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

X
x(t) = xg cos wyt + 20 sen wnt (2.18)

Wp
Sendo
x(t=0) = x,
x(t =0) =x,

EDUCACAO
PUBLICA

Instituto Federal Sul-rio-grandense | campus Passo Fundo



VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

v A Equacéao (2.18) é uma funcdo harmonica do tempo. O movimento & simétrico em
relacdo a posicao de equilibrio da massa m. A velocidade € um maximo e, e a
aceleracao € zero toda vez que a massa passa por essa posicao.

v O sistema massa-mola é denominado um oscilador harmonico.
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Observe 0s seguintes aspectos do sistema massa-mola:

1) Se o sistema massa-mola estiver em uma posicao vertical, a frequéncia natural sera

w, = (5)1/2 (2.26).

m

A constante elastica da mola, k, pode ser expressa em termos da massa m pela

Equacao (2.9) como:

W mg :
k=—= 2.27 PUBLICA
5. =S, (2.27) c
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

A substituicao da Equacéo (2.17) na Equacéao (2.26) da:
1/2
w0, = (§> (2.28)
Ot

Portanto:

1 (g\ "2 1 (8,) 2
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

Assim, qguando a massa vibra em sentido vertical, pode-se calcular a frequéncia natural

e o0 periodo de vibracéo pela simples medicdo da deflexao estatica ;.

2) Se a velocidade inicial x, for zero, a solucéo torna-se:

x(t) = xycoswy, t (2.33)
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE
TRANSLACAO NAO AMORTECIDO

};’4 EXEMPLO 2.1

Resposta harmonica de uma caixa d’agua
’ A coluna da caixa d’dgua mostrada na Figura 2.10(a) tem
300 ft de altura e € feita de concreto reforcado com uma

estd cheia. Desprezando a massa da coluna e admitindo que
concreto  reforgado

!
o modulo de Young
4 x 10° psi, determine o seguinte:
a. a fregtiéncia natural e o periodo natural de vibragio trans-

se¢do transversal tubular de 8 ft de diametro interno e 10 ft
de didimetro externo. A caixa d’dgua pesa 6 x 10° 1b quando
seja

do

!
!
/
!
versal da caixa d’dgua;
b. a resposta de vibragiio da caixa d’dgua resultante de um

1
I
I
!
!
!
|
deslocamento transversal inicial de 10 in;
¢. os valores maximos da velocidade e da aceleragao expe-

rimentados pela caixa d’agua.

nden

/
LSS S Sl
(b)

(a)

FIGURA 2.10 Reservatério elevado. (Fotografia por cortesia de West Lafayette Water Company.)



VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE

TORCIONAL NAO AMORTECIDO

v Se um corpo rigido oscilar em relacdo a um eixo de referéncia, o movimento
resultante sera denominado vibracao por torcao.

v Nesse caso, 0 deslocamento do corpo € medido em termos de uma coordenada

angular.

v Em um problema de vibracdo por torcdo, 0 momento restaurador pode ser resultante

da torcdo de um membro elastico ou de um momento desbalanceado de uma forca

ou conjugado.
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VIBRACAO LIVRE DE UM SISTEMA DE
TORCIONAL NAO AMORTECIDO




METODO DA ENERGIA DE RAYLEIGH

Com o metodo da energia de Rayleigh € possivel determinar as frequéncias naturais de
sistemas com um grau de liberdade.

O principio da conservacdo da energia, no contexto de um sistema vibratorio nao
amortecido, pode ser enunciado como:

T]_ + U1 — TZ + UZ (255)

Os indices 1 e 2 denotam dois instantes diferentes no tempo. —
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METODO DA ENERGIA DE RAYLEIGH

Se o0 sistema estiver em movimento harmonico, entao T; e U, denotam os valores

maximos de T e U, respectivamente.

Tmax = Umax (2.57)
A aplicacao da Equacéao (2.57), que também e conhecida como método da energia de

Rayleigh, da a frequéncia natural do sistema diretamente.
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METODO DA ENERGIA DE RAYLEIGH

Exemplo 2.7 ManOmetro para motor a diesel.

O escapamento de um motor a diesel de um —r-I
' - —- — Plano de referéncia

cilindro e quatro tempos deve ser ligado a um _I‘_

silenciador e, entdo, a pressao deve ser

medida com um manometro simples em U

(Figura 2.18). U

FIGURA 2.18 Manémetro de tubo em U.
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METODO DA ENERGIA DE RAYLEIGH

Exemplo 2.7 ManOmetro para motor a diesel.

Calcule o comprimento minimo do tubo do T-E

— Plano de referéncia
X

manometro de modo que a freqguéncia natural -y

de oscilacao da coluna de mercurio seja 3.5

vezes mais lenta que a frequéncia das

variacdoes de pressado no silenciador a uma U

velocidade do motor de 600 rpm.

FIGURA 2.18 Manémetro de tubo em U.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Lembrando, a forca de amortecimento viscoso, F,

é proporcional a velocidade, x ou v e pode ser

expressa comeo.

F = —cx 1

Onde ¢ €& a constante de amortecimento ou | A
o ] ] . Sistema Diagrama de corpo livre

coeficiente de amortecimento viscoso, e 0 Sinal (a) (b)

FIGURA 2.21 Sistema com um grau de liberdade com amortecedor viscoso.
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negativo indica que a forca de amortecimento é

oposta ao sentido da velocidade.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Se x for medida em relacdo a posicao de
vy s . ~ . u kx cx
equilibrio da massa m, a aplicacdo da lei de ¢ = ‘ x
Newton da a equagao do movimento: ;
mx + cx + kx = 0 (2.59) T
Lo
+x
Sistema Diagrama de corpo livre
(a) (b)

FIGURA 2.21 Sistema com um grau de liberdade com amortecedor viscoso.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Para resolver a equacao (2.59), admitimos uma solucao na forma:

x(t) = CeSt (2.60)

Onde C e s sao constantes indeterminadas. A insercao dessa funcao na Equacao (2.59)

resulta na equacéao caracteristica:

ms? +cs+k=0(2.61)
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Da equacéao (2.61) obtemos as seguintes raizes:

_—ci\/c2—4mk
12 2m
(e ik 2.62
12= ~omt |(Gm) (2:62)

EDUCACAO
PUBLICA

Instituto Federal Sul-rio-grandense | campus Passo Fundo



VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

As raizes dao duas solucdes para a equacao (2.59):
x1(t) = Crestt e x,(t) = C e52t (2.63)
A solucéao geral da equacao (2.59) é dada por uma combinacao das duas solucoes:

x(t) = Cie%1t + C,eS2t

. Cle{—;fJ(z;)Z—%}t . Cze{—Z;—J@;f—%}t s

C, e C, sao constantes arbitrarias a serem determinadas pelas condicoes ini¢lais:

PUBLICA

sistema.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Constante de amortecimento critico: Amortecimento critico € o estado de um
oscilador linear (sistema massa-mola) exatamente na transicao de oscilacao do sistema
e nao oscilacao.

O amortecimento critico c. é definido como:

k
Cc =2m |— = 2Vkm = 2mw, (2.64)
NLL
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Fator de amortecimento: O fator de amortecimento ¢ é definido como a razao entre a

constante de amortecimento e a constante de amortecimento critico:

{ =/ (2.66)

Pelas equacoes (2.66) e (2.65), podemos escrever:

C
% — Cwn (267)
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Substituindo a equacéao (2.67) na equacao (2.62) que sao as raizes, temos:

512 = (~ £/ = 1) w, (268)

Assim, a solucao da equacao (2.64), pode ser escrita como:

x(t) = C eS¢t -Dunt 4 ¢, o(={=VI*-Dwnt (2 609)
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

A natureza das raizes s; e s, depende da magnitude do amortecimento. Pode-se
perceber que o caso ¢ = 0 resulta nas vibracoes nao amortecidas. Por consequéncia

admitimos que ¢ # 0 e consideramos trés casos seguintes.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Caso 1. Sistema subamortecido

Instituto Federal Sul-rio-grandense | campus Passo Fundo



VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Exercicio 2.84:
Verifica-se que a frequéncia de vibracao de um péndulo simples é de 0,5 Hz no vacuo e
0,45Hz em um meio fluido viscoso. Determine a constante de amortecimento,

considerando que a massa do peso do péndulo é 1 kg
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Caso 2. Sistema criticamente amortecido : ({ = 1 ouc = ¢, ou ﬁ = \/%)

Nesse caso, as duas raizes s; e s, Sao iguais:

C
S =8, = —ﬁ = —wy, (2.77)
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Caso 2. Sistema criticamente amortecido
A solucao da equacao (2.59) é da por:
x(t) = (C; + C,t)e~“nt (2.78)
A aplicacdo das condicoes iniciais x(t = 0) = x5 e x(t = 0) = x, para esse caso da:
C1 = xg
Cy = X9 + Wy X

Substituindo C; e C, na equacao (2.78) temos: EDUCACAO

PUBLICA

x(t) = [x(g + (xo + a)nxo)t] “)nt (2 80)
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Caso 3. Sistema superamortecido: ({ > 1ouc > c, ou % > \/g)

Nesse caso as raizes sao reais e distintas e sao dadas por:

51=(—(+\/(2—1)a)n<0
S5 =(—(—\/(2—1)wn<0
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Caso 3. Sistema superamortecido: ({ > 1ouc > c, ou % > \/g)

Com s, < s; a solucao da equacao (2.69), pode ser expressa como:

x(t) = Cle(_zJrv $Z=1)wnt + Cze(_z_V Z=1)wnt (2.81)
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Caso 3. Sistema superamortecido:

Para as condicOes iniciais x(t = 0) = xy e x(t = 0) = x, paraobter C; e C, :

o xown(¢ + /(2= 1) + %
L 20,72 — 1

. —xown(¢ —/02=1) — %
° 20,72 — 1

Instituto Federal Sul-rio-grandense | campus Passo Fundo
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

VISCOSO

Comparacao entre os movimentos com tipos diferentes de amortecimento.

x(1)
A

Nao amortecido (£ = 0)

Subamortecido (£ < 1)

7\ (w‘,(,mc,nor
/ \(/ do que @,

Criticamente

~. amortecido (= 1
5 am ({=1)

B Wy, wl EDUCACAO
PUBLICA

FIGURA 2.24 Comparagédo entre movimentos com tipos diferentes de amortecimento.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

COULOMB

Em muitos sistemas mecanicos sao usados amortecedores Coulomb ou de atrito seco
em razao da sua simplicidade mecanica e conveniéncia. Além disso, sempre que 0S
componentes de uma estrutura vibratoria deslizam um em relacdo ao outro, o0
amortecimento por atrito aparece internamente.

O amortecimento Coulomb as vezes é denominado amortecimento constante.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

COULOMB

Equacao do movimento e sua solucao

T
—_—

.U.JM n‘hﬁh“-._
I W ; — -
O3 = . Y T ”
"4
N N LN o ~7 G
(b) () T
N 2uN

Instituto Federal Sul-rio-grandense | campus Passo Fundo




VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

COULOMB

« A equacao do movimento € nao-linear com amortecimento Coulomb, enquanto é
linear com amortecimento viscoso.

« A frequéncia natural do sistema € inalterada com amortecimento Coulomb,
enquanto é reduzido com o amortecimento viscoso.

« O movimento e periodico com o amortecimento Coulomb, enquanto pode ser nao

periodico em um sistema com amortecimento viscoso.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

COULOMB

« O sistema para apos algum tempo com o amortecimento Coulomb, enquanto o
movimento teoricamente continua para sempre (talvez com uma amplitude
infinitesimalmente pequena) com amortecimento viscoso e histerese.

« A amplitude reduz linearmente com o amortecimento de Coulomb, enquanto reduz

exponencialmente com amortecimento viscoso.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

COULOMB

« O sistema para apos algum tempo com o amortecimento Coulomb, enquanto o
movimento teoricamente continua para sempre (talvez com uma amplitude
infinitesimalmente pequena) com amortecimento viscoso e histerese.

« A amplitude reduz linearmente com o amortecimento de Coulomb, enquanto reduz

exponencialmente com amortecimento viscoso.
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO

COULOMB

Polia sujeita a amortecimento Coulomb

Um eixo de aco com 1 m de comprimento ¢ 50 mm de
diametro esta fixado em uma extremidade e suporta uma
polia de momento de inércia de massa de 25 kg/m? na outra
extremidade. Um freio de lona exerce um torque de atrito
constante de 400 N/m ao redor da circunferéncia da polia. Se
a polia for deslocada de 6° e entao solta, determine (1) o
numero de ciclos antes de a polia atingir o repouso e (2) a

posicao final de acomodacao da polia.




VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO POR

HISTERESE

Amortecimento por histerese

Instituto Federa

DRI
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VIBRACAO LIVRE COM AMORTECIMENTO POR

HISTERESE

Uma estrutura de ponte ¢ modelada como um sistema com
um grau de liberdade com uma massa equivalente de 5 x 10° kg
¢ uma rigidez equivalente de 25 x 10° N/m.

Forga (N) 4 Forca (N)
500 500 i
400 400 F
E py
A - / 300 / £
: H
200 / e ,'é
/ 200 y
100 / ’/
/ / 100 P
0 7 - / 2
/ Deflexdo (mm) 0 . >
—100 7 / 0 Deflexio (mm)
=100
—200 // / /
A ol
—400 - =300 N EDUCACAO
1 s PUBLICA
—500 —400 -
-10 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8 10 fi

=500
e Institutac -0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

A Forga (N) (b)
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