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Vibracdes Sob Excitacao Harmonica -
Resposta de um sistema nao
amortecido.

Alexsander Furtado Carneiro



VIBRACAO FORCADA

« Diz-se que um sistema mecanico sofre vibracoes forcadas sempre que a energia

externa € fornecida ao sistema durante a vibracao.

* A energia externa pode ser fornecida através de uma forca aplicada ou de uma

excitacao de deslocamento imposta.

« A forca aplicada ou excitacao de deslocamento pode ser de natureza harménica, nao

harmonica, mas periodica, nao periodica ou aleatoria.
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VIBRACAO FORCADA

A resposta de um sistema a uma excitacao harmoénica € chamada de resposta

harmoénica.
F(t)=F,e""*? F(t)=F,cos(wt+¢) F(t)=F,sen(wt+ ¢)

Onde: FO € amplitude, w é a frequéncia angular e ¢ € o angulo de fase da excitagao

harmonica.
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VIBRACAO FORCADA




RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Se uma forga F(t) = F cos wt agir sobre uma massa m de um sistema nao amortecido, a

equacao do movimento sera:
m X+kx=F  cos wt

Essa equacao nao-homogénea, sua solucao geral x(t) € dada pela soma da solugao

homogénea, x, (t) com a solugao particular, xp(t).

x(0)=x,(0)+x, (1)
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

A solugcao homogénea de um sistema nao amortecido sob acao de uma forca harmoénica
é dada por:

x,(t)=C,cosw t+C,sen w,t
A solucao particular xp(t) € harmoOnica e possui a mesma frequéncia w que a forga

excitadora F(t). Assim admitimos uma solugao na forma:

X, (t)=X cos wt
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

X € uma constante que denota a maxima amplitude de xp(t). Se substituir a solucao

particular na equacao do movimento e resolvendo para X, obtemos que:

_ FO _ ést
k—mw —1_(ﬂ)2
a)n
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

A solucao total da equacao do movimento para um sistema nao amortecido sob acao de

uma forca harménica é€:

F
x(t)=C,cos w,t+C,sen w,t+———cos wt
k—maw

C =X, ) C L o
k —maw a)n PUBLICA
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Assim x(t) sera:

F ' F
x(t)=(x, —) cos wnt+(%)sen W, t+——
Kk—mw "

~C0S Wt
k—maw
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

A constante X que denota a maxima amplitude de xp(t) pode ser expressa como:

X 1 amplitude dindmica
Oy, W\ amplitude estatica
1-(z-)

n

A quantidade X/é_, representa a razao entre a amplitude dinamica e a amplitude estatica

do movimento e € denominada fator de ampliacao, fator de amplifica
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coeficiente de amplitude.
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Outra razao que € importante nos sistemas € a razao entre a frequéncia da forca

harmoénica (w) e a frequéncia natural do sistema (w_ ). A chamada razao de frequéncias

(r) € dada por:

)

r:w

n

Dependendo do valor da razdo de frequéncias podemos ter 3 tipos de resposte
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sistema nao amortecido sob a acao de uma forgca harmonica.
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

A figura ao lado apresenta a relagcao entre o fator de

amplificagao (X/d_)e a razao entre as frequéncias (r). Ela
nos apresenta 3 casos que podem ocorrer com a
amplitude do deslocamento. !

caso1-0<r<1 i | f ! i

caso 2 - r > 1 (quanto maior a frequéncia, menor a
amplitude dinamica)

caso 3 -r = 1 (ressonancia)
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Caso 1: Quando r € maior que zero e menor que 1, nesse caso o denominador da

equacao do fator de amplificacao € positivo e a resposta particular do sistema nao sofre

alteracao. Diz-se que a resposta harmoOnica do sistema xp(t) esta em fase com a forca

externa. O = By v
N N\
X__ 1 X, (t)=X cos wt N
2
§St 1_(ﬂ) .rp(l)=/}’cosa)l
W, TN #F 5
NA =

Instituto Federal Sul-rio-grandense | campus Passo Fundo




RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Caso 2: Quando r € maior que 1, nesse caso o denominador da equacao do fator de

amplificacao € negativo e a resposta particular do sistema xp(t) sera expressa como:

x,(t)=—X cos wt
Neste caso a amplitude de movimento X € redefinida para ser uma quantidade positiva

como . X 1

0, (2 )2 1 B
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Neste caso xp(t) e F(t) tém sinais opostos,

2

diz-se que a resposta esta defasada de 180°

em relacio a forca externa.

A linha em azul representa o sinal de
ik

entrada e a linha em vermelho o sinal de

saida.
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Caso 3: Quando r € igual a 1, nesse caso a amplitude X torna-se infinita.
Essa condicao, para a qual a frequéncia forgcante w € igual a frequéncia natural do
sistema w_, € denominada ressonancia.

A resposta do sistema em ressonancia € dada por:

X, o, w,t
x(t)=x,cos @, t+—-5-sen w,t+ S sen w,t

n
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

30
A curva em azul é a entrada F(t) e a curva

em laranja é a saida. Sistema em *

ressonancia.
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

A resposta total do sistema pode ser expressa como:

Oy
()
Oy
x(t)=Acos(w,t— ¢) -cos wt parar>1
W
1-(z)
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RESPOSTA DE UM SISTEMA NAO AMORTECIDO

A FORCA HARMONICA

Sendo:
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RESPOSTA DOS EXERCICIOS

Exercicios 3.3 — Considere um sistema massa-mola com k = 4000 N/m e m = 10kg
sujeito a uma forgca harmoénica F(t) = 400 cos 10t. Determine e construa um grafico da

resposta total do sistema sob as seguintes condigdes iniciais x, = 0,1 me v, = 10 m/s.

w=10rad/s F,=400 N k=4000N/m m=10kg

k 4000 F, 400
— | —= =) ) ———= =0,1
“n =\ \/ o 20radls  0y=77=7000
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RESPOSTA DOS EXERCICIOS

F X F
x(t)=(x, — ) w,t+( ) sen w,t +——— cos wt
k—maw n k—maw
400 10 400
x(t)=(0,1 cos20t+(—)sen20t+ cos 10t
()=( 4000—10*102) (20) 4000 —10%10°

x(t)=—0,0333cos20t+0,5sen20t+0,133333 cos 10t
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RESPOSTA DOS EXERCICIOS

F X F
x(t)=(x, — ) w,t+( ) sen w,t +——— cos wt
k—maw n k—maw
400 10 400
x(t)=(0,1 cos20t+(—)sen20t+ cos 10t
()=( 4000—10*102) (20) 4000 —10%10°

x(t)=—0,0333cos20t+0,5sen20t+0,133333 cos 10t
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FENOMENO DO BATIMENTO

Se a frequéncia forgante for proxima, mas nao exatamente igual a frequéncia natural do
sistema, pode ocorrer um fenbmeno conhecido como batimento.
Nesse tipo de vibracao, a amplitude aumenta e diminui segundo um padrao regular.

_—— 27T w,=w —
b~ W, — @

Sendo 7, 0 periodo de batimento e w, a frequéncia de batimento.
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