Aplicacoes da integral definida

Volume de um sélido de revolugao:

Solido de revolugdo: fazendo uma regido plana girar em torno de uma reta no plano, obtemos um solido,
que ¢ chamado de s6lido de revolugdo. A reta ao redor da qual a regido gira € chamada de eixo de
revolucdo.
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Problema: Seja f continua e ndo negativa em [a, b] e R a regido limitada a cima por y = f(x), abaixo pelo eixo
x e nas laterais pelas retas x = a e x = b. Calcular o volume do sélido de revolucdo gerado pela rotagdo da
regido R em torno do eixo x.

Deducdo da formula:

Suponhamos que f(x) € continua e ndo negativa em [a, b].
Consideremos uma parti¢do P de [a, b], dada por:

3= %<X%<w<X1<%5<..<x,=Db
Seja Ax; = x; — x;_, o comprimento do intervalo [x;_;, X;].
Em cada intervalo [x;_,, x;], escolhemos um ponto qualquer c;.

Para cada i, i = 1, ..., n, construimos um retingulo R, de base Ax; e altura f(c;). Fazendo cada retingulo R; girar

em torno do eixo dos x, o s6lido de revolugdo obtido é um cilindro, cujo volume € dado por:

ﬂ[f(c,)}le,-.
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A soma dos volumes dos n cilindros, que representamos por V,,, é dada por:

V, = #lf(c)PAx, + n{f(c;)PAx; + ... + w[f(c,)FAx,
= -n-zl [f(c)FAx,

e nos d4 uma aproximagdo do volume do sélido .

Podemos observar que 4 medida que n cresce muito e cada Ax;,i = 1, ... ,n, torna-se muito pequeno, a soma dos
volumes dos n cilindros aproxima-se do que, intuitivamente, entendemos como o volume do sélido 7.
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Definimos o volume do so6lido de revolugdo, gerado pela rotacdo em torno do eixo x da regido sob o
gréafico da f de a até b, por

b
Ven f [F (0)12dx

Observagdo: a formula pode ser generalizada para outras situagdes:

1) A funcio é negativa em alguns pontos de [a, b].
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O solido gerado pela rotacdo em torno do eixo x, da regido sob o grafico de f(x), coincide com o s6lido
gerado pela rotagdo em torno do eixo x, da regido sob o grafico de [f(x)).
Como [f(x)]* = (f(x))? a formula permanece a mesma.

b
Ven f F (0)2dx

2) A regiao R esta entre os graficos de duas fungoes f(x) e g(x) de a até b, com f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

b
V= nj ([F ()P — [g(x)) dx.

3) A regido gira em torno do eixo y.
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4) A regido gira em torno daretay

AY

y = f(x) b
V= nj [f(x) — LFdx.




5) A regido gira em torno da reta x = M.
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Exemplos:
1) A regido delimitada pela curva y = x2, o0 eixo X e as retas x =1 e x = 2 sofre uma rotagdo em torno do

eixo x. Encontre o volume do sélido de revolucdo gerado.
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2) Escreva a integral que fornece o volume do so6lido gerado pela rotagdo em torno do eixo x da regido
limitada pela parabolay =x*>+ 1 earetay =x + 3.
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3) Faz-se girar em torno do eixo y a regido delimitada pelo referido eixo e pelos graficosdey=x3y=1¢

<

l}:ll(.3

y=28.
§= 5
AR
? 3 9 s
Vooow ()
),
~ (V3
= M \4 4 D\AX
)

N~

I

= 33
5

4) Determinar o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno da reta y = 4 da regido delimitada

pory=1/x,y=4ex=4.
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5) Determinar o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno da reta y = 3 da regido delimitada por
y=x*+2,y=x2+1,x=0ex=1.
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6) Encontrar o volume do solido gerado pela rotagdo em torno da reta x = - 4 da regido delimitada por x =y? - 3,
X=y-y.
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7) Calcular o volume do sélido gerado pela rotagdo em torno do eixo x da regido entre o grafico da funcdo
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