:Il
@ INSTITUTO FEDERAL
B8 8 SUL-RIO-GRANDENSE

e e Engenharia Civil




:lI
@ INSTITUTO FEDERAL
B8 8 SUL-RIO-GRANDENSE

o Engenharia Civil

Ementa

INTEGRAL INDEFINIDA
o C . edades da L indefinida:
+»-Teenicas-de-integracao—substituicdo-e partes;
* Integracao por substituicao trigonometrica;

¢ Integracao de funcoes racionais por fracoes parciais;
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Ementa
INTEGRAL DEFINIDA

* Conceito e propriedades da integral definida;

% Teorema fundamental do célculo;

% Calculo de areas, comprimento de arcos, volumes e volumes
de revolucao;

* Integrais improprias;

% Integrais multiplas;
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Integracao por Partes

O processo de integracao por partes € indicado quando o

Integrando possui um produto do tipo:

» funcao poténcia x funcao logaritmica;
»>funcao poténcia x funcao trigonomeétrica;
»funcao poténcia x funcao exponencial.

E todas as outras decorrentes da combinacao entre

estas funcoes.
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Integracao por Partes

Tomando como ponto de
partida a Derivacao pela

Regra do Produto temos:

Integracao por Partes comuev

funcdes diferenciaveis de x.

d

d—(uv) =u'v+uyv' (Regra do Produto)
X

d
I{—[uv)} — Iu' vdx + Iuv'dx (Integrando ambos os lados)
dx

uv = Ivu' dx + I uv'dx (Reescrevendo a expressao)

uv:jvdu+Iudv (Escrevendo na forma diferencial)

Judv:uv—-[vdu
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Integracéo por Partes

A integral por partes pode ser aplicada sucessivas

vezes para um mesmo exercicio. Quando um dos fatores, for

poténcia procura-se diminuir o expoente desta poténcia.
Dica: Ao aplicarmos esta técnica devemos separar o
Integrando em duas partes, u e dv, levando em conta duas
situacoes:

1°- A parte escolhida como dv deve ser facilmente integravel;

_ Ivdu deve ser mais simples do que [udv ;
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Integracao por Partes

Exemplo:
1) [xe*dx 5) [x’edx
2) :xsen(2x)dx G)IGX.COS(X)dX

3) [ e*sen(x)dx

4) :xln{x)dx
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SENO E COSSENO

Caso 1. Isen”udu ou .[CDSH udu onde n é um nimero inteiro impar

2 2 r 2 2 2 2
Usamos sen™x +cos” x=1, entao sen"x=1—-cos " x, cos x=1-sen"x
Exemplo : Icnsaxdx
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SENO E COSSENO

Caso 2. Isen”udu ou .[EDSH udu onde n é um ndmero par

5 1—cos2x

Sen x = 5
Usamos:
5 1+ cos2x
COS5 X =
P

Exemplo: Isenz:{d:{
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SENO E COSSENO

Caso 3. jsen”xcnsm xdx onde pelo menos um dos expoente é impar (abre-se o expoente impar e substitui-

se).

2 2 y 2 2 2 2
Usamos sen"x +cos x=1, entao sen"'x=1-cos"x, cos x=1-sen’x.

Exemplo: J‘SEHBKCDSq- x dx
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SENO E COSSENO

Caso 4. Isen”xcnﬁm xdx onde m e n sdo pares

5 1—cos2x

SEN"X = 5
lUsamos:
5 1+ cos2x
CO5 X =
2

Exemplo: J'senzx cos? xdx
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Integracao por substituicao trigonomeétrica

A

Até agora resolvemos integrais envolvendo poténcias e

produtos de funcdes trigonomeétricas. Surgem integrais que

envolvem expressdes tais como: Va2 —b2u? , ya? +b%u? e ybu? —a? |,

E possivel resolver estas integrais fazendo uma

substituicao trigonomeétrica, que resulta em uma integral de
funcoes trigonomeétricas.
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Integracao por substituicao trigonomeétrica

Podemos expressa-las sem os radicais, utilizando a

chamada Substituicao Trigonomeétrica, conforme a tabela:

Caso Radical Subs. Trigonométrica Transformada Trigonometria no
Triangulo
Retangulo
! Va? —b%u’ u:[ilsen(ﬁ) a.Jl—senz(ﬁ) =a.cos(0) tgh :%
|
va’ +bu’ U= [;)tg(ﬁ) a.J1+1tg°(0) =a.sec(0) cos0 = %
1!
b’u® —a’ U= [E] sec(6) ::l.\/sew:2 (6)-1=atg(6) send = %
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Integracao por substituicao trigonomeétrica

Demonstraremos o desenvolvimento do radical va? - b2u? |

0S demais casos sao analogos.

b\/ _b{ (e] \X bb— (8)= ya? —a’sen?(6) = /a’.(L - sen’(6)) =
—aJl sen’ aa.!cos acos
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Integracao por substituicao trigonomeétrica

Observacao: Verifique que a variavel final e 6.

A expressao correspondente, na variavel original (x), é

obtida através das relac6es do triangulo retangulo.
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Integracao por substituicao trigonomeétrica
Va’ —u? =a.cos(9) a

u=a.sen(o)
du =a.cos(8)de St
da = u

Va® +u’ =a.sec(9)
u=a.tg(e) . va“© + u’

du=a.sec’(8)do

RESUMINDO

—_— a
Ju® —a’ =a.tg(e)
u=a.sec(8) Joi_a? \
du=a.sec(8).tg(0)d6
da
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Integracao por substituicao trigonomeétrica

Exemplos:

dx 1

3
xxix2+9 )j 4 +x°

dx

1) |

2) J'*\fgx—z}{z dx 4) Ixaxzx—gdx
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Integracao de funcoes racionais

Uma funcéao racional f(x) é definida como o quociente de

_ plx)

duas funcdes polinomiais, ou seja, f(x)= o)

onde p(x) e q(x)
sao polinomios.

As integrais de algumas funcoes racionais simples, como

or exemplo: L 1 2X
P pio. xz’ x2+1’ x2+1

resolvidas por substituicdo, conforme vistas anteriormente.

sao imediatas ou podem ser
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Integracao de funcoes racionais

Proposicao: Se p(x) € um polinbmio com coeficientes reais,
P(X) pode ser expresso como um produto de fatores lineares
e/ou quadraticos, todos com coeficientes reais.

Por exemplo, o polindmio q(x)=x* —3x +2 pode ser escrito

como um produto de fatores lineares, ou seja, q(x)=(x-2)x—1).
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Integracao de funcoes racionais

Estamos interessados na integracao de expressoes da
p(x) dx
q(x)

forma j onde o grau de p(x) € menor que o grau de g(x).

Caso isso nao ocorra, devemos primeiro efetuar a divisao

de p(x) por q(x).
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Integracao de funcoes racionais

Caso 1 Os fatores de q(x) sao lineares e distintos, isto €, nao se
repetem. Neste caso podemos escrever q(x)=(x—a, )Jx—a,)---(x—a,)

ondeai=1, ..., n, sao distintos dois a dois.
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Integracao de funcoes racionais

A decomposicdo da funcao racional f(x)= px) em
gix

fracOes mais simples € dada por:

f(x)= AL L A A

(x-a,) (x-a,)  (x-a,)

onde A1, A2, ..., An sao constantes que devem ser determinadas.
1

dx
(x —1)(x +2)

Exemplo: I
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Integracao de funcoes racionais

Caso 2 Os fatores Q(x) sao todos lineares e alguns se repetem.

Se algum fator linear (x - ai) de g(x) tem multiplicidade r, a

esse fator correspondera uma soma de fracoes parciais da

forma: B, B . B ,onde B1, B, ..., Br

(x—a,) (x_ai)r_l (x-a;)

sao constantes que devem ser determinadas.
3
Exemplo: | * 1
(x*)(x—2)°
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