rl
8 INSTITUTO FEDERAL
B8 8 SUL-RIO-GRANDENSE

ST Engenharia Civil




:Il
@  INSTITUTO FEDERAL

BEE SUL-RIO-GRANDENSE - . -
B8 Campus Passo Fundo n g e n ar I a I V I

Ementa

INTEGRAL INDEFINIDA

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini



:Il
@  INSTITUTO FEDERAL

gt En gen haria Civil
Ementa
INTEGRAL DEFINIDA

“»-Caledlo-de-areas, comprimento de arcos, volumes e
volumes de revolucao;
* Integrais improprias;

% Integrais multiplas;
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Aplicacoes de integrais
Area de regido entre curvas
C) Sejam f e g duas funcOes continuas em [a, b], tal que
f(x) > g(x), V x € [a, b] entdo a area da regido limitada pelas

b
cuvas y = f(x) ey =g(x) easretas x =a  |A = [[f(x)—g(x)] dx

e X = b é dada por:

yl

Independente de f e g serem positivas ou nao.
De fato, temos trés possibilidades: /

a b b4
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Aplicacoes de integrais

Area de regido entre curvas
C) 1°caso: f(x)=0, g(x)=0 e f(x)=g(x), Vxe[a,b]

b b A
Neste caso, 4= [f(x)dx—[ g(x)dx=

: NS
Lf (x) - g(x)] dx i
:[ f & E’_/K:\
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Aplicacoes de integrais

Area de regido entre curvas
C) 2° caso: f(x)=0, eg(x)<0 Vxela.b]

Neste caso, 4= [ f(x)dx+ { | &) dx} = j F(x)dx— j a(x)dx =
h[f (x) - g(x)] dx /\}/

: —
o v b

i ¢
Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini :—/‘é\'f\ 6




rl
@ INSTITUTO FEDERAL
BE W SUL-RIO-GRANDENSE

T Engenharia Civil

Aplicacoes de integrais

Area de regido entre curvas
C) 3°caso: f(x)<0, g(x)<0 e f(x)=g(x), Vxe[a,b]

b b A
Neste caso, 4= —I[g(x)dx - {j f(x)] dx} =
: - “" : i
JIf ()~ g(x)] dx N
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Aplicacoes de integrais

Exemplos:

1) Determinar a area formada entre as funcdesy = x? e
y = -X% + 4xX. -

_

-
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Aplicacoes de integrais

Exemplos:

2) Calcule a area limitada
pelas funcoes:

y=x+6

: .
" l
-4 2 /
L2 y=-xI2
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Aplicacoes de integrais

Exemplos:
3) Encontre a area da regiao limitada o pelas curvasy = x°-1 e
y=Xx+1
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Volume de um Soélido de Revolucéao

Método do Disco Circular

Seja y = f(x) uma funcao continua e positiva em [a, b].
F.

] h X

Afuncaoy =1f(x), asretas x =a, x =b e y = 0 define uma

area A. Girando a area A em torno do eixo x definimos um solido

de revolucao, semelhante a um cilindro (cilindroide).
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Volume de um Solido de Revolucéao

O volume desse solido pode ser calculado por integracéo
da seguinte maneira:
Definimos a medida do volume de um cilindro circular reto como

2 y y
_ y
V=nr-h. A A f
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Volume de um Solido de Revolucéao

AV=m-[f(,)]"-Ax como existem n retangulos sao obtidos n discos

circulares e é dada por: Zﬁ V= Zﬂ: [f(e; )] Ax

i=1 i=1

Quanto menor o0 Ax da particao, maior sera o numero de

retangulos (n) e teremos a melhor aproximacao possivel do

~ i (£e1)2
volume. V= aLITo;n (f(x))” Ax

b
V=n|(f(x))’dx em torno do eixo x.
[(f00)

d
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Volume de um Solido de Revolucéao

Definicdo: Seja f uma funcao continua no intervalo [a, b] e

admitamos f(x) > 0, V x € [a, b]. Se S for o sdélido de revolucéao
obtido pela rotacao em torno do “eixo x”, da regiao limitada pela

curvay = f(x), o eixo X e as retas x = a e X = b, entao:
b

V= nf[f(x)]zdx

d
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Volume de um Solido de Revolucao

Exemplo: Calcular o volume da regiao limitada pela curva
y=X? 0eixoxeasretasx=1e x =2 sendo a rotacdo em torno

do eixo X.

ﬁ_-.

4__

- o
05 0 1 13 3 23 3
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Volume de um Soélido de Revolucéao

A funcao f(x) € negativa em alguns pontos de [a, b]
A figura abaixo mostra a regiao quando gerado pela
rotacéo, ao redor do eixo dos x, da regiao sob o grafico da

funcdo | f(x) de a até b, forma um sélido de revolucao.

Como | f(X)| 2 = (f(x))2, a formula y
V= nj[f(x)]zdx

a b X

permanece valida neste caso.
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Volume de um Solido de Revolucéao

Ao inves de girar ao redor do eixo dos X, a regiao gira em
torno do eixo dos y e é limitada pelo eixo y

Obviamente, uma regiao plana pode ser girada em torno do eixo
y ao invés do eixo X, e, novamente, um solido de revolucao sera
gerado. Por exemplo, suponhamos que R seja uma regiao plana
limitada pelo eixo y, pelas linhas horizontaisy =a e y = b, onde
a < b, e pelo gréafico de x = f(y). O solido de revolucao gerado

pela revolucédo de R em torno de y € dado por:
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Volume de um Soélido de Revolucao

Ao inves de girar ao redor do eixo dos X, a regiao gira em

torno do eixo dos y e € limitada pelo eixo y

| v=r[ () o

x=g{y) S

-

_o
r&
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Volume de um Solido de Revolucao

Exemplo: Calcule o volume do soélido gerado pela revolucao da

regiao R, pelo eixo y, pela linha y=4 e pelo grafico de y = x? para

X > 0, em torno do eixo .
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Volume de um Sélido de Revolucao

A regiao esta entre o grafico de duas funcoes f(x) e g(x) de a

ate b (Método dos anéis circulares)

Sejam f e g continuas no intervalo [a, b] a admitamos que
f(x) >g(xX) >0 V x € [a, b]. Se S for o so6lido de revolucédo gerado

pela rotacao em torno do eixo X da regiao limitada pelas curvas

b
y=f(x)ey=9g(x)easretasx=aex=Db: |- nj[f(x)]z _[g()? dx

d
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Volume de um Soélido de Revolucéao

Exemplo:

Encontre o volume do soélido gerado pela rotacdo em torno do

eixo x da regido limitada pory=x?+1ey=x+ 3.

| ] :
-1 1 2
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Volume de um Solido de Revolucéao

i @
= () (T

&=
e [

Naturalmente, o0 metodo dos anéis circulares é aplicavel aos

solidos gerados pela revolucao de regifes planas R em torno do
eiXxo Yy, ao invés do eixo X.

b
V=nIf(y))* ~[g(y)]” dy
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Volume de um Sélido de Revolucéao

Volume correspondente a rotacao em, torno do eixo x, de

uma regiao limitada pelo eixo x e ndo adjacente ao eixo de

rotacao y

2

b b
V= ﬂ:j[.::2 —(f(x))’ldx ou  V=nc’(b—0)- n:j[f(x)] dx
0 0o

ou

|ﬂ|
b :‘ -
V=nc’b—x[[f(x)] dx S #
o
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Volume de um Sélido de Revolucao

Volume correspondente a rotacao em, torno do eixo y, de

uma regiao limitada pelo eixo x e nao adjacente ao eixo de

rotacao vi

V=nb’c— nj[f(y)]zdy
0
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Volume de um Solido de Revolucéao

O método dos anéis circulares e também efetivo para
solidos gerados pela revolucao de regifes planas em torno de

eixos diferentes dos eixos x e .
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Volume de um Solido de Revolucao

a) Regiao adjacente areta x = L e girada em torno de L

v=n[[L—f(y)I'dy
0
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Volume de um Solido de Revolucao

b) Regiao nao adjacente a reta x =L e girada em torno de

V:nbzc—nj[L—f{y]]zdy
1]

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 27



:ll
&8 INSTITUTO FEDERAL
EEE SUL-RIO-GRANDENSE

S Epgenharia Civil

Volume de um Sélido de Revolucao

c) Regiao adjacente aretay = M e girada em torno de M

b
V:ﬂj[hﬂ—f{x]]zdx
0
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Volume de um Solido de Revolucao

d) Regiao nao adjacente aretay = M e girada em torno de M

"
b My

V=rnc?h [ M~ f(x)] dx : M
0 ‘
) "
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Volume de um Solido de Revolucao

Exemplos:

1) Determine o volume do solido obtido pela revolucéo da regiao
R em torno da linha x = 4, onde R é limitada pelos graficos de

2=4x e x =4,
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Volume de um Solido de Revolucéao

Exemplos:
2) A regido delimitada pelo eixo-y, pelos graficosdey =x3,y=1

ey =8 gira em torno do eixo .

8-

Determine o volume do sdlido resultante. =

¥ ]
4

2

a2 B2
2-
4
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Volume de um Solido de Revolucéao

Exemplos:
2) Na figura, a curva OP tem a equacao y = x3. Determine o

volume do solido de revolucao gerado pela rotacao da regiao:

a) OBP em torno da linha y = 8. o "
b) OAP em torno da linha x = 2.
c) OAP em torno da linha y = 8. =+

0 A=20)
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