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“»-Caledlo-de-areas, comprimento de arcos, volumes e
volumes de revolucao;
* Integrais improprias;

% Integrais multiplas;
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Integrais Improéprias

Uma integral impropria € a integral que possui um ou ambos os

limites de integracéao infinitos. Segue as Definicoes:

Definicao 1.

Se f € uma funcao integravel em [a, +«) entao:

o b
/ flr)dz = lim (x)dx

b—+oc i1
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Integrais Improprias

Definicao 2:

Se f € uma funcao integravel em (-«,b] entao:

b
)dr = lml / flx)dx

Se f € uma funcéo integravel em (- «, +«) | entao:

+ox
/ )dr = lim / flz)dx+ lim /f ) dx
e a——ox b—+00
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Integrais Improprias

Se nas definicOes anteriores os limites existirem, as integrais

Improprias sao ditas convergentes; caso contrario, sao ditas
divergentes.

Exemplo: Estude as convergéncias das seguintes integrais
Improprias.
a) f: 1 dx b) JI; EE—xdx

(4=
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Integrais Multiplas

A nocao de integral definida pode ser estendida para
funcoes de duas ou mais variaveis. Sabemos que a integral
definida de uma funcao de uma variavel : :
[ f()dx=lim3 f(x)Ax,
g =
originou-se do problema da determinacao de areas sob curvas.
As integrais das funcbes de duas variaveis originam-se do

problema da determinacéo de volumes sob superficies.
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Integrais Multiplas

Dada uma funcéao f de duas variaveis, continua e nao-
negativa numa regiao R do plano xy, achar o volume do solido
compreendido entre a superficie z = f(x,y) e a regiao R.

O procedimento para calcular o volume consiste em subdividir a
regiao R em n retangulos e para cada ponto arbitrario (xi,yi) de

cada retangulo, obter a altura f(xi,yi).
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Integrais Multiplas

Com isso € possivel calcular o volume de um
paralelepipedo com area da base AAi e altura f(xi,yi) como o

produto AAi . f(xi,yi), de modo que o somatorio

> flx,.y).A4,
i=1

pode ser considerado como uma aproximacao do volume V do

solido inteiro.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 9



Engenharia Civil

Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas
Seja um solido S de volume V, limitado na base pelo

plano z = 0, nas laterais pelos planos x=0,x=a,y=0,y=be

na parte superior pela funcao z = f(x,y), conforme figura.
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Integrais Multiplas

1. Célculo ¢

Seja se pelo
plano z = 0, b%=Qy:be
na parte su jura.
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas

O volume V de S pode ser calculado somando as “fatias”

Z
de espessura Ay e volume . !

7, = | fx.y)dxAy k
0

d

el
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas
Se aumentarmos as subdivisoes de modo que 0s
comprimentos e as larguras dos V=V+V,+..+V,
retangulos da base tendam para -
J P Vo= Z[ f(x, v)deAy
zero, entao e admissivel que o =0

volume exato seja: = 1@2 [ f(x,v)dcAy
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas
As somas acima sao chamadas somas de Riemann e o

limite das somas de Riemann é denotado por:
- ['[f(x, »)dxdy que é chamada integral dupla de f(x,y) em R.

00
Essa equacdo pode ser reescrita como: ¥ = [[f(x.»)d4
R
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas

A integral dupla pode ser entendida como duas integrais
iteradas. A solucado da equacéo anterior € obtida resolvendo
primeiramente a integral interna e depois, com este resultado, a

Integral externa.
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas

As derivadas parciais de uma funcao f(x,y) sao
calculadas mantendo-se uma das variaveis fixa e diferenciando
em relacao a outra variavel. Consideremos o inverso deste

processo, integracao parcial. Os simbolos:

ﬂ fx, y)dx e cf (x,y)dy
b d
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas

denotam integrais definidas parciais; a primeira integral,
chamada integral definida parcial em relacao a x, é calculada
mantendo y fixo e integrando em relacao a x e a segunda
Integral, chamada

calculada mantendo x fixo e integrando em relacéo ay.
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Integrais Multiplas

1. Célculo de Integrais Duplas e Integrais Iteradas

Exemplo:

1
Resolva a integral: J' x - )dxdy
0

l___lt_‘l‘\._l
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Integrais Multiplas

2. Propriedades das integrais duplas

Se f e g sao funcdes integraveis em R e ¢ é constante, entio:

) ([ + gt mla= | fx.p)da + || gr. y)da
i) [[[f (e 0 - gte. b= [[ flx.ndid - [[ (e 5)dd
iii) Hr:.f(x:}-'jci& = gﬂ f(x.v)d4
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Integrais Multiplas

2. Propriedades das integrais duplas

Exemplos:

0 2
1) Resolva a integral: [ [(x?+ y?)dxdy

-2-1

-
“

3
2) Resolva a integral: ”{2 V2 — 3xv?)dvdx
1@
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Integrais Multiplas

2. Propriedades das integrais duplas
Exemplos:

3) Resolva a integral: | [[sen(x) + cos(x)ldxdy
Tl
_ 1 1
4) Resolva a integral: J' J' ™ dydyx
0 0

5) Calcule o volume (aproximado) do solido compreendido entre

X=0,X=2, y = 0, y = IyZv=-e Zos=a Xk it 1. 21
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Integrais Multiplas

2. Propriedades das integrais duplas
Teorema: Seja R o retangulo definido pelas desigualdades:
asxsb e c=sysd

Se f(x, y) for continua nesse retangulo, entao:

([7ey)id = [ £ y)dvdy =[] £ ey
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2. Propriedades das integrais duplas

Exemplos:

32
1) Verifique se a igualdade é verdadeira: [[x’ydvdsr = [ [x*ydxdy
01

| o]
q:lt_‘l_p.:l

[

2) Calcule a integral dupla H v2x d4 no retangulo
R

R={(x,y)/-3<x<2, 0<y<l}
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Integrais Multiplas

3. Integrais lteradas com Limites de Integracao Nao-Constantes
Definicao:

(a) Uma regiao do tipo | e limitada a esquerda e a direita por

retas verticais X =a e X = b e é limitada abaixo e acima por
curvas continuas y = gi(x) e y = g2(x), onde gi(x) < gz2(x) para

as<x<bh.

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 24



:ll
@  INSTITUTO FEDERAL

BEE SUL-RIO-GRANDENSE - . -
B8 Campus Passo Fundo n g e n ar I a I V I

Integrais Multiplas

3. Integrais Iteradas com Limites de Integracdo Nao-Constantes

Definicao:
Se R é uma regiao do tipo |, na qual f(x,y) € continua, entao:
AY
b ga(x)
|| feeyda=| [ f(x.v)dyax
K a gy(x)
Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 25

Regido do tipo |
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Integrais Multiplas

3. Integrais lteradas com Limites de Integracao Nao-Constantes
Definicao:

(b) Uma regiao do tipo |l € limitada abaixo e acima por retas

horizontaisy =c ey =d e é limitada a direita e a esquerda por
curvas continuas x = hi(y) e x = h2(y), que satisfazem

hi(y) < hz2(y), parac <y <d.
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Integrais Multiplas

3. Integrais Iteradas com Limites de Integracédo Nao-Constantes

Definicao:

Se R é uma regiao do tipo Il, na qual f(x,y) é continua, entao:

AY

d, -

RN ¢ = f1( V)
» vy ~tha

X
—»

Regiao do tipo 1l

d i (y)

H Feedd=| | fee.y)dedy
¢ m(y)
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Integrais Multiplas

Exemplo:

Calcule H(H 2y)d4 , onde R é a regiao limitada pelas parabolas

e

yv=2x"ev=1+x" .
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Seja f uma funcéo de trés variaveis e suponha que f seja
continua e definida numa regiao retangular:

B:{(x,y,z)/aixib, c<y<d, F"EZES}

O primeiro passo é dividir B em subcaixas. Fazemos isso
dividindo o intervalo [a,b] em | subintervalos [xi1, Xi] de
comprimentos iguais Ax, dividindo [c,d] em m subintervalos de
comprimentos e dividindo [r,s] em n subintervalos de

comprimentos Az, conforme figura:
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Integral tripla
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Cada subcaixa tem volume AV = Ax.Ay.Az. Assim,

formamos a soma tripla de Riemann.

m 1

{
ZZZ f(xzfﬁvygﬁvzgﬁc lﬂ‘V

i=1 j=1 k=1

Por analogia com a definicao de integral dupla (vista em
aulas anteriores) definimos a integral tripla como o limite das

somas triplas de Riemann.
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Definicao: Aintegral tripla de f sobre a caixa B é:

) m ¥
[[[ £y 20y = Tim 3D flrg. vy 2 JAV

i=l j=1 k=l
se existir.
Como para integrais duplas, o0 metodo pratico para

calcular uma integral tripla consiste em expressa-la como uma
sdb

integral iterada: [[[ /Gy, 2)av = [ [[ £ (x. 3, 2)ixdy.de

¥ oca

Profa. Me. Samanta Santos da Vara Vanini 32



. INSTITUTO FED.ERAL = = -
Engenharia Civil

A integral iterada do lado direito da igualdade indica que
primeiro integramos em relacao a x (mantendo y e z
constantes), em seguida integramos em relacao a y (mantendo
z fixo) e finalmente em relacéo a z.

Observacao: Existem outras ordens possiveis de integracao,

todas fornecendo o mesmo resultado.
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Exemplos:

1) Calcule a integral tripla [[[12xy°z*d¥" na caixa retangular G
definida pelas desigualdadgs —1=x=20=y=3 0=z=2

2) Calcule a integral tripla |[[%=°@7 | onde B é a caixa retangular
dada por: B={x.y.2)/0 £x=c_ilf ~l<y<2 0<z<3}

1+y?

3) Calcule a integral tripla:f f _ f (x)dz dy dx =

y
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